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Determinanten

a as

—F
by bo

e 170
a
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Determinanten

a as

—F
by bo

e 170
a

by b2 b=V
Ct G C3
c
V=<abxc>
a
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Determinanten

a as

—F
by bo

e 170
a

by b2 b=V
Ct G C3
c
V=<abxc>
a

axi +a@x%+axs—b=0

Lineares Gleichungssystem
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Determinanten

a as

—F
by bo

e 170
a

by b2 b=V
Ct G C3
c
V=<abxc>
a

axi +a@x%+axs—b=0

Lineares Gleichungssystem

<a'xy+@x+axs—badxa>=0
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Determinanten

a as

—F
by bo

Qe 170

ay ao

by b bs =
¢t G G
V=<abxc>

axi +a@x%+axs—b=0

Lineares Gleichungssystem

<a'xy+@x+axs—badxa>=0

<a.@xa>xg=<b&xa>
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Determinanten

a as

—F
by bo

Qe 170

ay ao

by b bs

¢t G G
V=<abxc>

axi +a@x%+axs—b=0

Lineares Gleichungssystem

<a'xy+@x+axs—badxa>=0
<a.@xa>xg=<b&xa>

det(a',a?, a®)x; = det < b, &, a> >
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Determinanten

Seite 171
Cramersche Regel |

a‘x1 +32X2+33X3=b

mit
det(a',&?,a%) #0 < a',a%, & |. u.
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Determinanten

Cramersche Regel |

a‘x1 +32X2+33X3:b

mit

det(a',&?,a%) #0 < a',a%, & |. u.

=
. . det (b, &, &)
' det (a',&,a)
y, . det (a', b, a)
27 det (a', &, &)
. . det (a', a2, b)
8T det (a', &, &)
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Determinanten

Seite 171
Cramersche Regel

a‘x1 +32X2+33X3 =b
mit
det(a',&?,a%) #0 < a',a%, & |. u.

=
. . det (b, &, &)
' det (a',&,a)
y, . det (a', b, a)
27 det (a', &, &)
. . det (a', a2, b)
8T det (a', &, &)

Wenn Determinante verallgemeinert = Cramersche Regel verallgemeinert.

Mackens/Voss

Lineare Algebra |
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Determinanten

Wende Cramer nur fur kleine Dimension und bei
dringender Notwendigkeit (Die gibt es so gut wie nie) an.
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Determinanten

Wende Cramer nur fur kleine Dimension und bei
dringender Notwendigkeit (Die gibt es so gut wie nie) an.

Beispiel:

1 a 2 X4 1
1 2 3 X | =1 2
4 5 a X3 3

X = x;(a).
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Determinanten

Uberhaupt
Man schétze die Bedeutung der Determinanten in der
linearen Algebra nicht zu hoch ein.

Sie sind nur spéater wichtiges Hilfsmittel in der
Analysis.
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Determinanten

Vereinbarung

ZuA € R®Mundi,j € {1,---,n}
Sei

Aij c R(n—1,n—1)

die Matrix, die durch Streichen der i — ten Zeile und j — ten Spalte aus A
entsteht.
apy a a a

11 12 13 14 /a11

a2 | 314\

asy a2 an3 a4

A= = A= |as ax az4
az1  asg as3 ass

asy  ase aas

as  aap ass ass
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Seite 171

ZuA € R®Mundi,j € {1,---,n}
Sei
Aij c R(n—1,n—1)

die Matrix, die durch Streichen der i — ten Zeile und j — ten Spalte aus A
entsteht.
apy a a a

11 12 13 14 /a11

a2 | 314\
asy a2 an3 a4
A= = Az = kam asp ‘ 334)

asy aso a asq
s s 33 S asr  ase aaq
aa1 a4z ass ass

Definition 5.2 (Rekursiv)

n=1 :A:(a11):>detA:a11

n
n>1: detA:Z(—1)1+f ay; det Ay;
=

det A := Determinante
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Andere Schreibweise

a - ain

an1 e ann
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Andere Schreibweise

a - ain
an1 ann
a o an

detA=|:
ant ©++ apn
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Determinanten

an ape
asy a2

a1 aiz ai aiz
= +a11 —an = @11 - @22 — A12 - 821
anq asp a1 a2
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Seite 172

an ape a1 aiz ai aiz
= = +ai — a2 = a1 822 — A2 - dzy

asy a2 anq ano aoq aoo
ayy a2 as

n=23|a ax as3|=
az1 az2 ass
a1 a2 a3 ai aio a3 ayr a2 a3

+ait1 - |as Qo2 a3| — a2 |21 a2 agg| + @iz |az a2 ans
asq az2 ass asy asp ass az1  asz asa

WiSe 11/12
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Determinanten

FlOr n = 2, 3 spezielle Merkregel (Sarrus) Seite 172
a1 &2 _ o am - ap a
i oo — aiq d22 21 d12
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Determinanten

Seite 172

Far n = 2, 3 spezielle Merkregel (Sarrus)

[aﬁ\ ai2

< = 811 g2 — do1 a12
do1 A

~
~

an aiz a‘.s] an  aiz
ax Ap am| & ax
831 dsp 5‘33] sy dse
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Determinanten

Seite 172

Far n = 2, 3 spezielle Merkregel (Sarrus)

~ -

an. ars]
b = 811 g2 — do1 a12
[am a,

~
~

an aiz a‘.s] an  aiz
ax Ap am| & ax
831 dsp 5‘33] sy dse
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Determinanten

Seite 172

Far n = 2, 3 spezielle Merkregel (Sarrus)

~ -

an. ars]
b = 811 g2 — do1 a12
[am a,

~
~

an aiz a‘.s] an  aiz
ax Ap am| & ax
831 dsp 5‘33] sy dse
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Determinanten

Far n = 2, 3 spezielle Merkregel (Sarrus) Seite 172

an. ars]
b = 811 g2 — do1 a12
[am a,

~
~

am:afa : E13| air ae
ax Mz Zos| Bt ax
831 dsp asaJ ax_ asp
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Determinanten

FlOr n = 2, 3 spezielle Merkregel (Sarrus) Seite 172
[:;:‘ZZ\: ayq a2 — dz1 @42

am. _ar 23| &1 _.af
apt _ Bpz o3| Bei_ ax

s~

asy _asy _as| ax_ aso.
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Determinanten

FlOr n = 2, 3 spezielle Merkregel (Sarrus) Seite 172

~ -

an . ‘am' .
817 &

= 811 g2 — do1 a12

~
~

am. _ar 23| &1 _.af
apt _ Bpz o3| Bei_ ax

s~

asy _asy _as| ax_ aso.

blaue Produkte addieren, rote Produkte subtrahieren.

Mackens/Voss Lineare Algebra | WiSe 11/12 9/88



Determinanten

FlOr n = 2, 3 spezielle Merkregel (Sarrus) Seite 172

~ -

[aﬁ .. arg -

P = a11 a2 — az1 a2
ax1” an

~
~

~ ~ ~

laﬂ\ 31‘2.«,31'3},31'1 _.an

-

1 Bz o3| Aol ax

asy _asy _ass| ax_ aso.

blaue Produkte addieren, rote Produkte subtrahieren.

Fir n > 4 FALSCH. I
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Determinanten

Aber wie komme ich an die Determinante fiir n > 4?

Effiziente Berechnung von Determinanten mit dem
Gaussalgorithmus.

Dafur missen wir aber noch einige Eigenschaften der Determinanten néher
kennenlernen
(auch flr spater, in der Analysis, nitzlich).
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Determinanten

n>2;A e RN
B € R ergibt sich aus A durch Vertauschung zweier Zeilen

= detB=—detA
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Determinanten

Mackens/Voss

ayr a2 - an
an apg -+ an
dp  dg - apn

an ame - @

Lineare Algebra |

1 vertauschen

WiSe 11/12 12/88



Determinanten

ayy a2 - din

an apg -+ an
A= : : .| 7 vertauschen
a1 dp - dn

am @n2 - dapn
ayy a2 - an

a1 &2 - @apn

a1 &g -+ A

anm an2 - dam
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Determinanten

ayy a2 - din

an apg -+ an
A= : : .| 7 vertauschen
a1 dp - dn

am @n2 - dapn
ayy a2 - an

a1 &2 - @apn

a1 &g -+ A

anm an2 - dam
Dann det B= — det A
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Determinanten

Beweis zu Satz 1 ist etwas langlich. Deshalb:

Beweisskizze
- Beweis ist induktiv
- 2 Falle unterscheiden
@ Vertausche benachbarte Zeilen

a) Nicht die ersten beiden Zeilen tauschen
b) Vertausche Zeile 1 mit Zeile 2

@ Vertausche beliebige Zeilen.
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Determinanten

Beweis zu Satz 5.4 |

Ldet” ist induktiv definiert. Beweis muss induktiv sein: Induktion Gber n > 2.

Mackens/Voss Lineare Algebra | WiSe 11/12 14/88



Determinanten

Beweis zu Satz 5.4 |

Ldet” ist induktiv definiert. Beweis muss induktiv sein: Induktion Gber n > 2.

Induktionsverankerung: n = 2

A— a1 aiz B— a1 ax
azy a2 a1 a2
det A= a1 ax — a2 @4; det B = apy a2 — asp aiq
= det B= —det A (n=2).
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Determinanten

Beweis zu Satz 5.4 |

Ldet” ist induktiv definiert. Beweis muss induktiv sein: Induktion Gber n > 2.

Induktionsverankerung: n = 2

A— a1 aiz B— a1 ax
azy a2 a1 a2
det A= a1 ax — a2 @4; det B = apy a2 — asp aiq
= det B= —det A (n=2).

Sei Behauptung bewiesen fir det von (n — 1,n — 1)— Matrizen (n > 3)
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Determinanten

Beweis zu Satz 5.4

Ldet” ist induktiv definiert. Beweis muss induktiv sein: Induktion Gber n > 2.

Induktionsverankerung: n = 2

A— a1 aiz B— a1 ax
azy a2 a1 a2

det A= a1 ax — a2 @4; det B = apy a2 — asp aiq
= det B= —det A (n=2).

Sei Behauptung bewiesen fir det von (n — 1,n — 1)— Matrizen (n > 3)
InduktionsschluB: n—1 —n

Wir betrachten nacheinander 2 Félle
- Vertauschung benachbarter Zeilen i <> i + 1
- Vertauschung beliebiger Zeilen i <+ j
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Determinanten

Fall 1: Vertauschung benachbarter Zeilen i <> i + 1
Definiton von ,det“ hangt an der ersten Zeile

n
detA=> " (-1)"" ay det Ay
J=1

= noch unterscheiden
i>2undi=1
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Determinanten

zZuij > 2:
JZeile 1“von A = ,Zeile 1“von B
d.h. a1j=b1j Vj=1,2,-~ ,n
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Determinanten

zZuij > 2:
JZeile 1“von A = ,Zeile 1“von B
d.h. a1,-:b1,- Vj=1,2,-'~ ,n

Induktionsannahme sagt

detB1,~: —detA1,- Vj=1,2,-~- , n

(n—1,n—1)— Matrix mit zwei vertauschten Zeilen
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Determinanten

zZuij > 2:
JZeile 1“von A = ,Zeile 1“von B
d.h. a1,-:b1,- Vj=1,2,-'~ ,n

Induktionsannahme sagt

detB1,~: —detA1,- Vj=1,2,-~- , n

(n—1,n—1)— Matrix mit zwei vertauschten Zeilen

n

Z (—1)1+j b1j det B1j
j=1

= detB

n
= Z (—1)1+j a1,-(—detA1,-) = —det A
j=1
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Determinanten

zu i = 1: (etwas schwieriger)
Vertauschen der ersten und zweiten Zeile

ayir - a8y - @i a2y v a1 A1 v o

21 - @y - @2 dsy - @1 dgjt1 - dsn
A= . } | = A=

am -+ ap - dam am -+ @anj—1 @anjy1 - d@m
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Determinanten

zu i = 1: (etwas schwieriger)

Vertauschen der ersten und zweiten Zeile
ayir - a8y - @i a2y v a1 A1 v o
21 - @y - @2 dsy - @1 dgjt1 - dsn
A= . } | = A=
am -+ ap - dam am -+ @anj—1 @anjy1 - d@m
[ R < T S - -1 ann o Aik-1 @kt @i
ayy - @k ot @in a3 v a3k—1 @kl ot @
B=1 . . .| = Bk =
ant - dnk -0 am dnt -+ dpnk—1 @nk+1 vt @mn
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Determinanten

zu i = 1: (etwas schwieriger)

Vertauschen der ersten und zweiten Zeile

ayir - a8y - @i a2y v a1 A1 v o

21 - @y - @2 dsy - @1 dgjt1 - dsn
A= . } | = A=

am -+ ap - dam am -+ @anj—1 @anjy1 - d@m

[ R < T S - -1 ann o Aik-1 @kt @i

ayy - @k ot @in a3 v a3k—1 @kl ot @
B=| . . .| = Bk =

ant - dnk -0 am dnt -+ dpnk—1 @nk+1 vt @mn

Aq;= Streiche in A Zeile 1 und Spalte j
B;«= Streiche in A Zeile 2 und Spalte k=Ax
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Nun zur ,det" -Berechnung

n
det A=>"(-1)"" ay, det Ay

=1
mit
-1 n
det Ajj = Z (-1 )Hk azx det Aqj ok + Z (—1 )k apy det Aij 2k
k=1 K=jt1
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Nun zur ,det" -Berechnung

n
det A=>"(-1)"" ay, det Ay

j=1
mit
j—1 n
det Ajj = Z (—1)1+k azx det Aqj ok + Z (_1)k apy det Aij 2k
k=1 k=j+1
n n
det B=" " (—1)"" apx det Bix =Y _ (—1)""" ap det Ax
k=1 k=1
mit
k—1 ) n )
det Aok =Y (=1)"" ay; det Ap1j+ Y (—1Y ay; det Az s
Jj=1 j=k-+1
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Nun zur ,det" -Berechnung

n
det A=>"(-1)"" ay, det Ay

j=1
mit
j—1 n
det Ajj = Z (—1)1+k azx det Aqj ok + Z (_1)k apy det Aij 2k
k=1 k=j+1
n n
det B=" " (—1)"" apx det Bix =Y _ (—1)""" ap det Ax
k=1 k=1
mit
k—1 ) n )
det Aok =Y (=1)"" ay; det Ap1j+ Y (—1Y ay; det Az s
Jj=1 j=k-+1

Aij2k= Streiche in A Zeile 1 und Spalte j und streiche Zeile 2 und Spalte k=Axx,q;
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Nun zur ,det" -Berechnung

n
det A=>"(-1)"" ay, det Ay

j=1
mit
j—1 n
det Ajj = Z (—1)1+k azx det Aqj ok + Z (_1)k apy det Aij 2k
k=1 k=j+1
n n
det B=" " (—1)"" apx det Bix =Y _ (—1)""" ap det Ax
k=1 k=1
mit
k—1 ) n )
det Aok =Y (=1)"" ay; det Ap1j+ Y (—1Y ay; det Az s
Jj=1 j=k-+1

Aij2k= Streiche in A Zeile 1 und Spalte j und streiche Zeile 2 und Spalte k=Axx,q;

= det A1j,2k = det A2k71/
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Determinanten

det A besteht aus den Summanden
(=)' (=1)""* ay; ax det Ajjo;1 <k <j<n

(—1)" (=1)* ay; @k det Ajjo;1 <j< k<n
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Determinanten

det A besteht aus den Summanden
(=)' (=1)""* ay; ax det Ajjo;1 <k <j<n

(—1)" (=1)* ay; @k det Ajjo;1 <j< k<n

det B besteht aus den Summanden

(=) (1) ayj agk det Ajjo; 1 <j<k<n

(—1)1+k (—1)j ayj Ak detA1j,2k;1 <k<j<n
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Determinanten

det A besteht aus den Summanden
(=)' (=1)""* ay; ax det Ajjo;1 <k <j<n

(—1)" (=1)* ay; @k det Ajjo;1 <j< k<n

det B besteht aus den Summanden

(=) (1) ayj agk det Ajjo; 1 <j<k<n

(—1)1+k (—1)j ayj Ak detA1j,2k;1 <k<j<n

=detB= —detA
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Determinanten

det A besteht aus den Summanden
(=)' (=1)""* ay; ax det Ajjo;1 <k <j<n

(—1)" (=1)* ay; @k det Ajjo;1 <j< k<n

det B besteht aus den Summanden

(= 1)K (=1)" ay; apk det Ajjok;1 < j< k<n
(—1)1+k (—1)j ayj Ak detA1j,2k;1 <k <j <n
=detB= —detA

Zwischenbilanz: Bisher bewiesen Vertauschen benachbarter Zeilen andert
Vorzeichen der ,det“.
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Determinanten

Fall 2: Vertauschung beliebiger Zahlen i <> j
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Determinanten

Fall 2: Vertauschung beliebiger Zahlen i < j

1 —te Zeile
i— te:ZeiIe
j— te:ZeiIe
n— te,i Zeile

(i <))

Mackens/Voss

Lineare Algebra |

WiSe 11/12

20/88



Determinanten

Fall 2: Vertauschung beliebiger Zahlen i < j

1 —te Zeile
i —te Zeile
A= : (i <))
j—te Zeile
n — te Zeile

j — i — 1 mal tausche i — te Zeile mit unterem Nachbar
= | — te Zeile steht an Position j — 1
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Determinanten

Fall 2: Vertauschung beliebiger Zahlen i < j

1 —te Zeile
i —te Zeile
A= : (i <))
j—te Zeile
n — te Zeile

j — i — 1 mal tausche i — te Zeile mit unterem Nachbar
= | — te Zeile steht an Position j — 1

1 weiterer Tausch

= | — te Zeile steht an Position j

j — te Zeile steht an Position j — 1

j— i — 1 mal tausche j — te Zeile mit oberem Nachbar.
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Determinanten

Insgesamt
mit(j—i—1)+1+(G—-i—1)=2-(j—i—1)+ 1 Vertauschungen

Mackens/Voss Lineare Algebra | WiSe 11/12 21/88



Determinanten

Insgesamt
mit(j—i—1)+1+(G—-i—1)=2-(j—i—1)+ 1 Vertauschungen

= det B

(_1)2~(j—i—1)+1 det A
—detA O
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Determinanten

Insgesamt
mit(j—i—1)+1+(—-i—1)=2-(j—i— 1)+ 1 Vertauschungen

=detB = (=120 det A
—detA O

Zusammenfassend

Vertauschen zweier beliebiger Zeilen andert das
Vorzeichen der ,det".
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Determinanten

Satz 5.5 von Laplace

A e RN

n
Vie{l,---,n}: det A=Y (-1)" a; det A;
J=1
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Determinanten

Definition 5.6 ,Entwicklung von det A nach i — ter Zeile ,,

det A; »Minor zu a;*
(—1)" det A; ,Kofaktor zu a;*
oder ,algebraisches Komplement*
oder ,Adjunkte”
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Determinanten

Definition 5.6 ,Entwicklung von det A nach i — ter Zeile ,,

d_et_‘ Aj »Minor zu a;*
(—1)™ det Aj ~Kofaktor zu g;"
oder ,algebraisches Komplement*
oder ,Adjunkte”
Sy oo ai; IR
Ai=lan - aj oo ap | «i—teZeilein A
am - anj B
1 j — te Spalte in A.
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Determinanten

Beweis zu Satz 5.5 |

Durch mehrfaches Anwenden von Satz 5.4

A=|ay --- a --- an |vertauschen

ant --- @y -+ am
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Determinanten

Beweis zu Satz 5.5

Durch mehrfaches Anwenden von Satz 5.4

A=|ay --- a --- an |vertauschen
am -+ @p - a@m

Nach i — 1 Vertauschungen der i — ten Zeile mit der jeweils dariiberliegenden
Zeile

a1 -+ aj -+ an
= B =
an1 an/ ann
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Determinanten

Satz1 = detB=(—1)""detA
oder

det A (—1)~".detB

n
(-1)—" -Z (—=1)"" by; det By;
j=1

n
= (1)) (—1)"" g det A;
j=1

n
= > (-1)"ajdetA; O
j=1
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Was soll das nun?

Definition von det A= ,Entwicklung nach 1 — ter Zeile"

Entwicklungssatz von Laplace (Satz 2) = ,Es ist egal, nach welcher Zeile man
det A entwickelt.”

~Egal* bedeutet fir uns dann naturlich, eine méglichst ,einfache” Zeile zu
wéhlen.

,Einfach* = viele 0-en in der Zeile
Gilt fir Rechnungen zu Fuf3

Computer: Gauss-Algorithmus.
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Beispiel

Berechne det A von 4
8
10

11

oo OO N
OO NW
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Beispiel

Berechne det A von

A=

Entwickel nach letzter Zeile

4
8
10

|

1
5
0
0

\

oo OO N
OO NW

11

detA = 0-detAs1 +0-detAgp+0-det Az +11-det Asua

1 2
= 11.det [5 6

3

\0 0

9

= 11'l0-det<

Mackens/Voss

2 3
6 7

7 \ die ist ,einfach*

) +o-et (§ %) oot (] g)]

— 11-9-(1-6-2-5)=99.(-4) = —396

Lineare Algebra |
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Beispiel

Berechne det A von 4
8
10

11

A=

oo OO N
OO NW

1
5
0
0

\

Entwickel nach letzter Zeile

detA = 0-detAs1 +0-detAgp+0-det Az +11-det Asua

1 2 3
= 11.-det |5 6 7 die ist ,einfach”
\0 0 9

2 3 1 3 1 2
= 11-[O-det (6 7>+0-det (5 7>+9-det (5 6)]

= 11.9.-(1.6-2.5) =99 (~4) = —396

Entwickeln nach 1. — ter Zeile = viel mehr Arbeit = mehr Mdglichkeiten, sich
zu verrechnen.

Mackens/Voss Lineare Algebra | WiSe 11/12 27/88



Leichte Folgerung aus Satz 5.4 und Satz 5.5 Seite 176

A e R(™M besitzt zwei identische Zeilen

=detA=0
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Leichte Folgerung aus Satz 5.4 und Satz 5.5 Seite 176

A e R(™M besitzt zwei identische Zeilen

= detA=0

a) Zeile i = Zeilej (i #))
Vertausche i — te Zeile mit j — ter Zeile; nenne die neue Matrix B.

Satz1 = detB= —detA
ausa) = B=A=detB=detA
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Leichte Folgerung aus Satz 5.4 und Satz 5.5 Seite 176

A e R(™M besitzt zwei identische Zeilen

= detA=0

a) Zeile i = Zeilej (i #))
Vertausche i — te Zeile mit j — ter Zeile; nenne die neue Matrix B.

Satz1 = detB= —detA
ausa) = B=A=detB=detA

Also
det A= —detA

=detA=0 0O
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Determinanten

Seite 175
(satz8 |

(i) det(-) ist linear in jeder Zeile
g sl
1 2

det| Xa | =Xdet| a |,

al al al

det| bT+c’ | =det| b/ | +det| cT
) 1 1 1

al ay ay

Beweis durch Entwickeln.
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Determinanten

Seite 175

(i) det(-) ist linear in jeder Zeile
g sl
1 2

det| Xa | =Xdet| a |,

ap a,
al al al
det| bl +¢f | =det| b/ |+det| ¢
al al al

(i) A e R X\ € R.Dann
det(\ - A) = \" det(A)

Beweis durch Entwickeln.
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Seite 176

= det B=detA
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Determinanten

Seite 176
Satz 5.10

A e R™ X\ € R;
B € R("™" ergebe sich aus A durch Addition von \- Zeile k auf Zeile i (mit
i+ k)

= det B=det A

Beweis

A=(aypij=1,2,---,n

a11 oo a1] PR a1n
k1 o00 8 oo 8kn .
. . . Nach dieser
= B= o o ; |
0 0 0 Zeile entwickeln!
a1 +Aak1 -0 @i+ Aag - @in+ Aakn
an1 . e anj PR ann
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Determinanten

n
=detB = > (-1)"-(aj+ ray)det A;
j=1
2 P n . .
= > (-1)7-a;-det Aj+X-D (—1)" - ay - det A;
j=1 J=1

det A A-det C
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Determinanten

n
=detB = > (-1)"-(aj+ ray)det A;
j=1

n n
= > (1) -a;-det Aj+x-> (—1)" - ay - det A;

j=1 j=1
det A X-det C
Worin
a11 PR a” PR a1n
ak1 oo akj oo akn
C =
ak1 PR ak/ PR akn

afﬂ “ee an] e ann
Zwei gleiche Zeilen = det C =0

= detB=detA O
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Determinanten

Satz 5.10 erinnert schon an Gauss-Algorithmus far
Determinantenberechnung:

@ Eliminationsschritt &ndert det nicht!

@ Zeilenvertauschung (Pivotsuche) andert Vorzeichen der det!

Gauss-Algorithmus
— Dreiecksmatrix

det daflr einfach:
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Determinanten

Seite 177
Satz 5.12

(gj)ij=1,---,n=A ¢ R

untere oder obere Dreiecksmatrix

n
=>detA=Ha,-,-

i=1
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Determinanten

Seite 177
Satz 5.12

(gj)ij=1,---,n=A ¢ R

untere oder obere Dreiecksmatrix

n
:>detA:Ha,-,-

i=1

Beweis

A obere Dreiecksmatrix

ajn a2 - @ n-1 ai,n
0 ax»n -+ a1 an

= A=

an—1 ,n—1 an—1 ,n

\0 0 an,n/
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Determinanten

ayy e a1,n-1

detA = ap,-det

\ 0 0 an—1,n—1/

ayy e e ai -2

= ann- an—1,n—1 - det

\ 0 e 0 an—2,n—2/

= @ ap—1n-1-8p—2p-2 """ app - det(ayq)

n
= H ajj
i=1
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Determinanten

A untere Dreiecksmatrix

aiq 0 e 0
a a
= A= 21 22
: : 0
ant 8p2 - am

Jeweils nach oberster Zeile entwickeln

n
= detA= Ha,-,- O

i=1
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Einfaches Beispiel

En
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Einfaches Beispiel

Dann

detE,=1 VneN
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Determinanten

Alles bereit fir “det“-Berechnung mit Gauss-Algorithmus:
@ Fihre Eliminationsschritte durch
@ Merke die Zeilenvertauschungen (bei Pivotsuche) in einem Zahler ,,i“.
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Determinanten

Alles bereit fir “det“-Berechnung mit Gauss-Algorithmus:
@ Fihre Eliminationsschritte durch
@ Merke die Zeilenvertauschungen (bei Pivotsuche) in einem Zahler ,,i“.

Bricht Elimination vorzeitig ab (d.h. kein Pivotelement # 0 in Spalte; es

entsteht eine Nullzeile).
= detA=0
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Determinanten

Alles bereit fir “det“-Berechnung mit Gauss-Algorithmus:
@ Fihre Eliminationsschritte durch
@ Merke die Zeilenvertauschungen (bei Pivotsuche) in einem Zahler ,,i“.

Bricht Elimination vorzeitig ab (d.h. kein Pivotelement # 0 in Spalte; es

entsteht eine Nullzeile).
= detA=0

Sonst (d.h. A— R)
detA = (—1)'-detR

CURIL
j=1

i=Anzahl Zeilenvertauschungen
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Beispiel

Berechne det A von

1 2 3 4

2 4 5 6|-2 T .
A= 5 3 4 5|_o (Eliminationsschritt)

1 2 3 0/ -1
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Beispiel

Berechne det A von

1 2 3 4

2 4 5 6|-2 Lo . . .
A= 5 3 4 5|_o (Eliminationsschritt) Zahler i =0

1 2 3 0/ -1
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Beispiel

Berechne det A von

1 2 3 4
2 45 6]|-2 T . . .
A= 5 3 4 5|_o (Eliminationsschritt) Zahler i =0
12 3 0/ —1
1 2 3 4
0 0 -6 -2
1o _1 _2 _3 1 vertauschen
0O 0 0 -4
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Beispiel

Berechne det A von

1 2 3 4
2 4 5 6| -2 D . R .
A= 5 3 4 5|_o (Eliminationsschritt) Zahler i =0
1 2 3 0/ -1
1 2 3 4
0O 0 -6 -2 R ,
1o _1 _2 _3 1 vertauschen Zahler i =1
0 O 0o -4
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Beispiel

Berechne det A von

1 2 3 4
2 4 5 6| -2 D . R .
A= 5 3 4 5|_o (Eliminationsschritt) Zahler i =0
1 2 3 0/ -1
1 2 3 4
0O 0 -6 -2 R ,
1o _1 _2 _3 1 vertauschen Zahler i =1
0 O 0o -4
1 2 3 4
0O -1 -2 -3
“lo o -6 —2|="
0 0 0 -4
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Beispiel

Berechne det A von

1 2 3 4
2 4 5 6| -2 D . R .
A= 5 3 4 5|_o (Eliminationsschritt) Zahler i =0
1 2 3 0/ -1
1 2 3 4
0O 0 -6 -2 R ,
1o _1 _2 _3 1 vertauschen Zahler i =1
0 O 0o -4
1 2 3 4
0O -1 -2 -3
“lo o -6 —2|="
0 0 0 -4

detR=1-(-1)-(-6)-(—4)=-24
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Beispiel

Berechne det A von

Mackens/Voss

g :g (Eliminationsschritt) Zahler i =0
0/ —1

3 4

-6 -2 .. .

5> _3 1 vertauschen Zahler i =1
0 -4

2 3 4

-1 -2 -3

0 -6 2| i

0 0 -4

detR=1-(-1)-(-6)-(—4)=-24

= detA = (—1)~"detR
~(—24) =24
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Determinanten

Jetzt kennengelernt ,det“-Berechnung uber
Gauss-Algorithmus
oder
Entwicklungs-Satz.
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Determinanten

Jetzt kennengelernt ,det“-Berechnung uber
Gauss-Algorithmus
oder
Entwicklungs-Satz.

Wie denn nun?

Grob Uberschlagen, wieviel man jeweils rechnen muss:
Multiplikationen/Divisionen
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Determinanten

Seite 178
Rechenaufwand fiir Entwicklungssatz 1

Behauptung:

RAg(n) > n! Firn > 2
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Determinanten

Seite 178
Rechenaufwand fiir Entwicklungssatz

Behauptung:

RAg(n) > n! Firn> 2
Beweis: Induktion
n=2:

det <a“ a12> = a1 -ap — a8 = RAg(2) =2 > 2!
asy a2

Mackens/Voss Lineare Algebra | WiSe 11/12 40/88



Determinanten

Rechenaufwand fiir Entwicklungssatz
Behauptung:

RAg(n) > n! Firn> 2

Beweis: Induktion
n=2:

det <a11 a12> = a1 -ap — a8 = RAg(2) =2 > 2!
asy a2

n—1—n:

n
detA=> (-1)"Ya;-  detA; = RAg(n)=n-(n—1)l+n=nl+n>nl

= RAg(n—1)>(n—1)!
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Determinanten

Rechenaufwand fiir Gauss-Algorithmus 1

Elimination unterhalb i — ter Zeile:

FUr jede Zeile darunter:
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Determinanten

Rechenaufwand fiir Gauss-Algorithmus

Elimination unterhalb j — ter Zeile:

FUr jede Zeile darunter:
a) Berechne Eliminationsfaktor = 1 Mult./Div.
b) Multipliziere damit die i — te Zeile = n — i Mult.

c) Eliminiere (keine Mult./Div.)
zusammen: n — i + 1 Mult./Div.
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Determinanten

Aufwand flr Elimination unterhalb / — ter Zeile

(n—i)-(n—i+1)=(n—i)?+(n— i) Multipikationen
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Determinanten

Aufwand flr Elimination unterhalb / — ter Zeile

(n—i)-(n—i+1)=(n—i)?+(n— i) Multipikationen

Gesamtaufwand fur Eliminationsprozef3:

n—1
> {(n — 24+ (n—- i)} ,rickwarts zéhlen*

i=1

n—1
= {P+i}  ,vorwarts zahlen,
i=1
1 n N
= =g n-(n—1)-(n+1) = 3 Multipikationen

n
det R = H ri = n— 1 Multipikationen

i=1
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Determinanten

Gauss-Algorithmus fir det:

RAG(n) = 3 -n-(n—1)-(n+1) + (0~ 1)

Entwicklungssatz fir det:
RAg(n) > n!
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Determinanten

RAe

10° +

102+
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Determinanten

n RAe(n) | RAg(n)
2 2 3
3 6 10
4 24 23
5 120 44
6 720 75
7 5040 118
8 40320 175
9 362880 248
10 | 3628800 339
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Determinanten

A € R pesitzt eine Nullzeile

= detA=0
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Determinanten

A € RN pesitzt eine Nullzeile
= detA=0
ayy a2 - an
A=1]0 0 .-+ 0 | « entwickeln (seii-te Zeile)
ant am2 -+ @m
n . .
detA=> (-1)*".0-det Aj=0 O
j=1
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Nochmal Gauss-Algorithmus

A singulare Matrix

= Eliminationsprozef3 produziert eine Nullzeile

= detA=0
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Nochmal Gauss-Algorithmus

A singulare Matrix

= Eliminationsprozef3 produziert eine Nullzeile

= detA=0

A regulare Matrix

= Eliminationsprozef bildet Rmitr; #0 Vi=1,2,--- ,n

= detA#0

(det A= (1) T, ri # 0)
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Determinanten

A c RN

Aregular < detA#0
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Determinanten

Kleine Anwendung 5.16 Seite 179

a= (a1 ,az, a3)T7 b= (b1 ) b27 bs)Ta C= (C1 , C2, CS)T
Ortsvektoren von Punkten
— a, b, ¢ nicht kollinear — a, b, ¢ legen Ebene fest.
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Determinanten

Kleine Anwendung 5.16 Seite 179

a= (a1 ,az, a3)T7 b= (b1 ) b27 bS)Ta C= (C1 , C2, CS)T
Ortsvektoren von Punkten
— a, b, ¢ nicht kollinear — a, b, ¢ legen Ebene fest.

Ebenengleichung einfach:

X1 Xo X3 1
a4y da» as 1
det =0
by b2 by 1
¢t ¢ ¢ 1
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Determinanten

Kleine Anwendung 5.16 Seite 179

a= (a1 ,az, a3)T7 b= (b1 ) b27 bS)Ta C= (C1 , C2, CS)T
Ortsvektoren von Punkten
— a, b, ¢ nicht kollinear — a, b, ¢ legen Ebene fest.

Ebenengleichung einfach:

X1 Xo X3 1
a4y da» as 1
=0
det by by by 1
¢t ¢ ¢ 1
Entwicklung nach 1. Zeile zeigt
det)=0< x| |+x-|-|+x3-|-|+1-]-]=0
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Determinanten

Kleine Anwendung 5.16 Seite 179

a=(ar,a,as)", b= (by,b2,b3)", c=(ci,Co,03)"
Ortsvektoren von Punkten
— a, b, ¢ nicht kollinear — a, b, ¢ legen Ebene fest.

Ebenengleichung einfach:

X1 Xo X3 1
a4y da» as 1
=0
b b by 1
¢t ¢ ¢ 1
Entwicklung nach 1. Zeile zeigt
det)=0< x| |+x-|-|+x3-|-|+1-]-]=0

ACHTUNG!
Wenn a, b, ¢ auf einer Geraden liegen

det
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Determinanten

Ende der Vorlesung 12
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Determinanten

Mackens/Voss

Vorlesung 13
01. bzw. 02. Februarr 2012

Determinanten 2
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Determinanten

A,B € R(MM

= det(A-B) =det A- det B
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Determinanten

Satz 5.18

A,B € R(MM

= det(A-B) =det A- det B

Beweis

Einige Voriiberlegungen

1. )
1
1
det “int1,i =detA
1
L - /n,i
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Determinanten

2. A-R=M_1---M PA
det(A) = (—1)"det R
det(A-B) = (—1)"det RB
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Determinanten

2 A>R=M,_1---M;PA
det(A) = (—1)"det R
det(A- B) = (—1)"det RB

3.
1 fo fin
det " |B|=detB
0 - fn—2,n
1

weil _
1.Zeile=B"+3Y [ ,f; B
2. Zeile = B? + ZJ(I:O foj B
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Determinanten

n
det(diag(ah,- - ,dn) - B) = [ [ d det B

i=1
d; B!
b B?
d, B"

Mackens/Voss Lineare Algebra | WiSe 11/12 54/88



Determinanten

Und damit ist der Beweis zack-zack erledigt:
det(AB) £ (—1)"det(RB) =
1 fiz -+ fip
=(—1)”det<diag(rn-~-rnn) R B)
0 N fn—2,n
1
1 f2 - fip
i oy 9 :
L (1) T] ri cet © 1| B = det(A)det(B)D
=1 0 fn—2,n
\W—/ 1
=(—1)"det R
3
det(B)
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Determinanten

Leichte Folgerung Seite 181

Korollar 5.19

A € RN regular
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Determinanten

Beweis (einfach)

det E, = det . =1
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Determinanten

Beweis (einfach)

1 0
1
det E, = det . =1
0 1
=1 = detE,=det(A™"A)

detA~' . det A
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Determinanten

Beweis (einfach)

det E, = det . =1

det E, = det(A~" - A)
= detA™ ' detA

=1

Aregular = detA+#0

Also 1
—1 - 0
det A Jel A
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Determinanten

Beispiel Seite 181
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Determinanten

Beispiel Seite 181
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Determinanten

Beispiel Seite 181

A-B= <g g); det(A-B) = —10 = 5. (—2) — det A- det B
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Determinanten

Beispiel Seite 181
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Determinanten

Noch ein Beispiel: Permutationsmatrizen

P e R(™M Permutationsmatrix

T
€1 . .
eI'TZ- (I1yl27"' 7’n)
= P= . Permutation von
-T (1727"'7’7)
€in
Mackens/Voss Lineare Algebra |
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Determinanten

Noch ein Beispiel: Permutationsmatrizen

P e R(™M Permutationsmatrix

e} o .
el, (CHTEY )
= P= . Permutation von
:T (1,2,---,n)
ein
ef
P entsteht aus E, = :
e
durch k—faches Vertauschen von Zeilen
=1
[3efray
=detP = (—1)"detE,
+1
= (-1)k={ oder
—1

Mackens/Voss Lineare Algebra |
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Determinanten

P ist orthogonale Matrix: P - PT = E,

= 1=detE,=det(P-PT) =detP-detPT

Also

1=(-1)".det PT

= det PT = (—1)k = det P

Merken fir spéter!!!
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Determinanten

] o B j Seite 181
Bisher nur ZEILEN manipuliert und daraus Regeln fir ,,det” hergeleitet.
Alles bleibt auch giiltig fir SPALTEN-Manipulationen, denn
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Determinanten

] o B j Seite 181
Bisher nur ZEILEN manipuliert und daraus Regeln fir ,,det” hergeleitet.
Alles bleibt auch giiltig fir SPALTEN-Manipulationen, denn

= det A= det AT
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Determinanten

] o B j Seite 181
Bisher nur ZEILEN manipuliert und daraus Regeln fir ,,det” hergeleitet.
Alles bleibt auch giiltig fir SPALTEN-Manipulationen, denn

= det A= det AT

Al (a1 a2 -+ ain)

A . (@21 @ -+ aon)
An : : :

(an1 am - ann)
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Determinanten

] o B j Seite 181
Bisher nur ZEILEN manipuliert und daraus Regeln fir ,,det” hergeleitet.

Alles bleibt auch giiltig fir SPALTEN-Manipulationen, denn

= det A= det AT

Al (a1 a2 -+ ain)

A : _ (821 a2 - aon)

A (a.n1 3;12 e ar;n)
a1 an1 e an
AT = (AT, (ANT) = a:z a_22 372
ain azp o a;m
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Determinanten

Beweis zu Satz 5.20

1. Fall:
A singular = AT singular
Dann

detA=0=det AT
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Determinanten

Beweis zu Satz 5.20

1. Fall:

A singular = AT singular
Dann

detA=0=detAT

2. Fall:
Areguldar = 3 P ¢ R("" Permutationsmatrix

P.A=L-R

L, R Dreiecksmatrizen

= detL=detL”, detR=detR’
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Determinanten

Jetzt rechnen

detP-detA = det(P-A)=det(L-R)
— detL -detR=detL"-detRT
= detR" -detL” =det(R" L")
= det((L-R)T) =det((P-A)T)
= detA” . detP"
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Determinanten

Jetzt rechnen

detP-detA = det(P-A)=det(L-R)
— detL -detR=detL"-detRT
= detR" -detL” =det(R" L")
= det((L-R)T) =det((P-A)T)
= detA” . detP"

Wir haben
det P-detA=detA' - det PT

Wir wissen aber schon
det P = det P"

= detA=detAT O
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Alle Aussagen Uber “det”, die sich auf ZEILEN
beziehen, gelten auch fir SPALTEN.

WiSe 11/12



Alle Aussagen Uber “det”, die sich auf ZEILEN
beziehen, gelten auch fir SPALTEN.

Und das bedeutet ...

WiSe 11/12



Determinanten

A= (a))j1,..n € R

Macken: Lineare Algebra | WiSe 11/12 65/88



Determinanten

A= (a,-,-),-,-=1,..,,, S R(n,n)

Vertauschungen

SPALTEN}
ZEILEN

Andert das Vorzeichen von det A.

Vertauschen zweier {

Mackens/Voss Lineare Algebra | WiSe 11/12 65/88



A= (aj)j=1,.n € RO

Vertauschungen

SPALTEN}
ZEILEN

Andert das Vorzeichen von det A.

Entwicklungssatz von Laplace

n
det A=Y (=1)" - a; - det A;
i=1

Vertauschen zweier {

Entwicklung nach j — ter Spalte.
n . .
det A=Y (—1)* . a; - det A;
Jj=1

Entwicklung nach i — ter Zeile.
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Determinanten

Additionen

SPALTEN
ZEILEN }

} andert die det A nicht,

Addition des Vielfachen einer {

SPALTEN

zu einer Anderen { ZEILEN
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Determinanten

Additionen

Addition des Vielfachen einer {

SPALTEN
ZEILEN

SPALTEN
ZEILEN }

zu einer Anderen { } andert die det A nicht.

Multiplikationen

SZPEAIIL-II-EI?\IN} mit dem Faktor

A\ € Rliefert B € R(™N) mit det B= ) - det A

Multiplizieren einer {
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Bemerkung

Nimmt man noch folgende Eigenschaften dazu

&
3
A:(a17a27".7an): .
a
det(ai,---,a+b,---,an) =det(ar,--- ,a,---,an) + det(ar,--- ,b,--- ,an)
& & &
=T T _ T T
det| & +b =det| & |+det| b
&, &, a,
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Bemerkung

Nimmt man noch folgende Eigenschaften dazu

&
3
A:(a17a27".7an): .
a
det(ai,---,a+b,---,an) =det(ar,--- ,a,---,an) + det(ar,--- ,b,--- ,an)
& & &
=T T _ T T
det| & +b =det| & |+det| b
al a, a,

so sieht man, dass det : R("") — R multilineare Abbildung ist.
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Bemerkung

Nimmt man noch folgende Eigenschaften dazu

&
EY
A:(a17a27‘..7an): .
a
det(ai,---,a+b,---,an) =det(ar,--- ,a,---,an) + det(ar,--- ,b,--- ,an)
& & &
=T T _ T T
det| & +b =det| & |+det| b
a a, a,

so sieht man, dass det : R("") — R multilineare Abbildung ist.

detE,=1 VneN

und der Vorzeichenwechsel bei Zeilentausch legen det als alternierende,
normierte, multilineare Abbildung fest.

Mackens/Voss Lineare Algebra | WiSe 11/12 67/88



Kurze Wiederholung

det : R 4 R

Definition: Rekursiv

det(a11) = an

Ae RO n>2

n
det A=Y (—1)"" ay; det Ay;
J=1
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Determinanten

Berechnung:
n= 2,3 : Sarrusche Regel.
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Determinanten

Berechnung:
n= 2,3 : Sarrusche Regel.

n > 2 allgemein
o Entwicklung nach beliebiger Zeile
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Determinanten

Berechnung:
n= 2,3 : Sarrusche Regel.

n > 2 allgemein
o Entwicklung nach beliebiger Zeile
@ Entwicklung nach beliebiger Spalte
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Determinanten

Berechnung:
n= 2,3 : Sarrusche Regel.

n > 2 allgemein
o Entwicklung nach beliebiger Zeile
@ Entwicklung nach beliebiger Spalte
@ Gauss-Algorithmus
A et A= 0
J regular
PA=L-R
detP  -detA=detlL-detR-detA=1-[[_,ri
N——

( -1 )Anzahl Zeilentausche
n

= det A= (_1 )Anzahl Zeilentausche H ri
i=1
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Determinanten

Rechenregeln |

ZEILEN
@ Vertauschen zweier {SPALTEN} andert das Vorzeichen . (um —1)
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Determinanten

Rechenregeln |

ZEILEN
@ Vertauschen zweier {SPALTEN} andert das Vorzeichen . (um —1)

. . ZEILE ZEILE
@ Addition eines Vielfachen einer {SPALTE} ZU einer anderen {SPALTE}

andert det A nicht.
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Determinanten

Rechenregeln |

ZEILEN
@ Vertauschen zweier {SPALTEN} andert das Vorzeichen . (um —1)

ZEILE ZEILE
o Addition eines Vielfachen einer {SPALTE} ZU einer anderen {SPALTE}

andert det A nicht.
ZEILE
o Multiplikation einer {SPALTE} mit A € R multipliziert det A mit A € R.
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Determinanten

Rechenregeln |

ZEILEN
@ Vertauschen zweier {SPALTEN} andert das Vorzeichen . (um —1)

ZEILE ZEILE
o Addition eines Vielfachen einer {SPALTE} ZU einer anderen {SPALTE}

andert det A nicht.
ZEILE
o Multiplikation einer {SPALTE} mit A € R multipliziert det A mit A € R.

o det(A- B) = det(A) - det(B)
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Determinanten

Rechenregeln |

ZEILEN
@ Vertauschen zweier {SPALTEN} andert das Vorzeichen . (um —1)

ZEILE ZEILE
o Addition eines Vielfachen einer {SPALTE} ZU einer anderen {SPALTE}

andert det A nicht.
ZEILE
o Multiplikation einer {SPALTE} mit A € R multipliziert det A mit A € R.

o det(A- B) = det(A) - det(B)
o det(A~') = (det(A))~!
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Determinanten

Rechenregeln

ZEILEN
@ Vertauschen zweier {SPALTEN} andert das Vorzeichen . (um —1)

. . ZEILE ZEILE
@ Addition eines Vielfachen einer {SPALTE} ZU einer anderen {SPALTE}

andert det A nicht.
ZEILE
o Multiplikation einer {SPALTE} mit A € R multipliziert det A mit A € R.

o det(A- B) = det(A) - det(B)
o det(A~") = (det(A))~!
o det AT = det A
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Determinanten

Rechenregeln

ZEILEN
@ Vertauschen zweier {SPALTEN} andert das Vorzeichen . (um —1)

ZEILE ZEILE
o Addition eines Vielfachen einer {SPALTE} ZU einer anderen {SPALTE}

andert det A nicht.

ZEILE
o Multiplikation einer {SPALTE} mit A € R multipliziert det A mit A € R.

@ det(A- B) = det(A) - det(B)
o det(A~") = (det(A))!
o det AT = det A

Hiermit kann man noch eine Menge von Rechenregeln herleiten.
(Zur Anwendung in den nachsten Ubungen) nur einige Beispiele:
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Determinanten

Ist A € R(™") Blockdreiecksmatrix
A11 A12 et A1k

A_| 0 A

0 -~ 0 A
mit A; € R so ist

K
det A= ] det A;

i=1
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Determinanten

Beweis: Nur fir k = 2 notwendig. (Warum?)
A— (A11 A12> Gausl)leilen (R‘]‘] A12

0 Aw ) wenn A1, Az regular

wenn Aqq singular

0 AR

Gauss 2. Zeilen

wenn Ay, singular 7

Determinante bleibt erhalten

= det A = det R11 - det Rgz = detA11 o detA22 O
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Determinanten

Seite 183
Definition 5.22

Seien t,--- , t,11 € R(C) Dann heif3t

14 i
B._ 1 b B i
1 thyqg -0 e tr,17+ ’

Vandermondesche Matrix und det B Vandermondesche Determinante
(ZU t1,‘-‘ ,tn+1)
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Seite 183

Definition 5.22

Seien t,--- , t,11 € R(C) Dann heif3t

14 i
B._ 1 b B i
1 thyqg -0 e tr,17+ ’

Vandermondesche Matrix und det B Vandermondesche Determinante
(ZU t1,‘-‘ ,tn+1)

Wozu die gut ist ?
z.B. zum Interpolieren!

Was das ist ? —
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Determinanten

Durch zwei Datenpunkte geht genau eine Gerade.

Ansatz:
y(t) = apt® + ay t!
_ 4 40 i Ya
y(t) = aot] + a1ty = y4
I
y(b) = aold + aib =y Yo +
it
f f >t
4 b
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Determinanten

Durch zwei Datenpunkte geht genau eine Gerade.

Ansatz:
y(t) = apt® + ay t!

y(t1) = aot10 + ait ; )z
|
y(b) =at) +aib =y Yot
Lineares Gleichungssystem
1 4 ao _ ) Y1t
1 b a - Yo t t t

1 Vandermonde (t;, ) t t

yA

v
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Determinanten

Durch zwei Datenpunkte geht genau eine Gerade.

Ansatz:
y(t) = apt® + ay t!

0 !
y(t1) = aot1 +aity =y
|
y(t) = atd) + aib = y» Yot
Lineares Gleichungssystem

1 4 ao _ ) Y1t
1 b a - Yo t t t
b

yA

v

1 Vandermonde (t;, ) i
Ansatz:
y(t) = apt® + ayt' + - + apt”
(n+1) Unbekannte «— (n+ 1) Bedingungen y(t) = y;
legen fest
AN %
: : = : Vandermonde System
t2+1 ZLr17-¢—1 rr1’+1 an Yn
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Seite 183

75/88
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Seite 183

Lemma 5.23

Tt N onit
det | : =T I] ¢-®
1 tn+1 - t”17+1 i=1 j=i+1

Lesehilfe

14 £ p (k) (-t) (L-h)
: 3 3= T (a-b)
> A 4 — 13
1 8 t% t% ‘ | 4
1t & 8 p ) .
WiSe 11/12 75/88
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Seite 183

Lemma 5.23

Tt N onit
det | : =T I] ¢-®
1 tn+1 - t”17+1 i=1 j=i+1

Lesehilfe

o g\ (BTt (B-h) (L-h)

’
ts—t) (t—t
1 6t | _ T (st) Et:_ég
1T 6 &8 ‘ | N
L 7 P P S

Folgerung

det Vandermonde (ty, - ,t,41) #0

=
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Determinanten

Beweis von Lemma 5.23 (Induktion)

1t
n=1: det<1 t;>:(t2—t1)

Sei Aussage fur n-reihige Determinanten richtig. Dann:
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Determinanten

Beweis von Lemma 5.23 (Induktion)

1t
n=1: det<1 t;>:(t2—t1)

Sei Aussage fur n-reihige Determinanten richtig. Dann:

1 4 T A

1 b £ .. ' g
det

; —1

LI YU /PR EE <L
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Determinanten

Beweis von Lemma 5.23 (Induktion)

1 ¢t
n=1: det<1 ;)—(tz t)

Sei Aussage fur n-reihige Determinanten richtig. Dann:

1 4 T A
1 b £ .. ' g
det
1 tn+1 trgﬂ e f,':ﬂ tr,11+1
1 0 0 0 0
1 bt bty - 07402 !
= det
Tt =t Bttt o w02t -t
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Determinanten

Beweis von Lemma 5.23 (Induktion)

1 ¢t
n=1: det<1 ;)—(tz t)

Sei Aussage fur n-reihige Determinanten richtig. Dann:

1 4 T A
1 b B ooo t" @
det
1 tn+1 trgﬂ e t,':ﬂ tr,11+1
1 0 0 cee 0 0
1 bt bty - 07402 !
= det
Tt =t By —taat - £ tn+1 tha—h tn+1
b—t (b —t)t e (-t (2 — 1)t~
= det
ot =t (ot — Wl o (b — WETE (fa — 1)

Mackens/Voss Lineare Algebra | WiSe 11/12 76 /88



Determinanten

Beweis von Lemma 5.23 (Induktion)

1 t
n=1: det ) =(b-t)
L
Sei Aussage fur n-reihige Determinanten richtig. Dann:
LS T - R A
1 b B ooo t"1 @
det
1t tr%+1 tg-:11 thet
1 0 0 0 0
1 bt bty - 07402 !
= det
T ot =t Gy —taty o 70— t1tn+1 thy1 — t1tn+1
b—t (b —t)t e (=t (b — t)ty~
= det
tir =t (et =ttt oo (bt — B (bt — )0
1 e gt
H"*‘(b—h)(det =TI TIa( t1))
ot ot
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Seite 184

Korollar I

Zu jedem Datensatz

t | b | | fn+1

ol oy | o | Yo

mit &; # & fur / # j gibt es genau ein Polynom

peN, (p(t)y=a +ait+-+apt")mitp(t)=y,i=1,---,n+1
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Seite 184

Korollar

Zu jedem Datensatz
o b | |t
vl ye | - | Yot

mit &; # & fur / # j gibt es genau ein Polynom
p e N, (p(t)=ao+ait+-+ant") mitp(t)=y,i=1,-,n+1

@ Hinweis: Es muss p nicht unbedingt den Grad n haben. p hat héchstens
diesen Grad
yi=1 i=1,--- n+1
=p(t)=1 Grad0
yizoai: 1) ,n+1
=p(t)=0 Vvt }
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Seite 184
Korollar

Zu jedem Datensatz

t | b | | fn+1

ol oy | o | Yo

mit &; # & fur / # j gibt es genau ein Polynom

peN, (p(t)y=a +ait+-+apt")mitp(t)=y,i=1,---,n+1

@ Hinweis: Es muss p nicht unbedingt den Grad n haben. p hat héchstens

diesen Grad

yi=1 i=1,---,n+1
=p(t)=1 Grad0
yi=0,i=1, n+1

= p()=0 Vt }$

Korollar 5.24
Ein Polynom p(t) = "7, «; t' hat héchstens n Nullstellen, oder
aj=0,i=0,---,n
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Determinanten

Seite 184

Annahme p hat die (n+ 1) Nullstellen t,- - - , t,11. Dann ist

p(t)=0 i=1,--,n+1

also
p=0,dh.a=0,i=0,--- ,n. O
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Determinanten

Seite 184

Annahme p hat die (n+ 1) Nullstellen t,- - - , t,11. Dann ist

p(t) =0 i=1,---,n+1

also
p=0,dh.a=0,i=0,--- ,n. O

Korollar 5.25

Stimmen zwei Polynome py, p> € I, in mindestens n+ 1 Punkten
h <t--- <t Uberein, soist p; = po.
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Determinanten

Seite 184

Annahme p hat die (n+ 1) Nullstellen t,- - - , t,11. Dann ist
p(t)=0 i=1,--- n+1

also
p=0,dh.a=0,i=0,--- ,n. O

Korollar 5.25

Stimmen zwei Polynome py, p> € I, in mindestens n+ 1 Punkten
h <t--- <t Uberein, soist p; = po.

Beweislein:

p:=pi—p2Dannp € Myund p(t) = p(t2) - = p(tat1) = 0,
alsop=0,alsop;=p. O
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R ITVES

Man berechnet die Koeffizienten a,, - - - , a, des Polynoms
p(t) = ap + ait' + axt?> + - + apt" € M, mit
p(t)y=y,i=1,- n+1

Um Gottes W|IIen NICHT
aus dem linearen Gleichungssystem

Tt & ao iz
1 o B34 A an Yn
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R ITVES

Man berechnet die Koeffizienten a,, - - - , a, des Polynoms
p(t) = ap + ait' + axt?> + - + apt" € M, mit
p(t)y=y,i=1,- n+1

Um Gottes W|IIen NICHT
aus dem linearen Gleichungssystem

Tt & ao iz
1 o B34 A an Yn

Das ist

@ Rechenzeitaufwendig
@ Numerisch instabil
© Geht es besser!
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Determinanten

Es folgen
e eine explizite Angabe der Inversen einer regularen Matrix

e eine explizite Lésungsformel fir regulére Gleichungssysteme (Cramersche
Regel)

Beide Formeln benutzt man praktisch nur bis n = 3 und sonst
nur far

THEORETISCHE ZWECKE!
Praktisch viel zu TEUER!
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Determinanten

Zu A € R(™N regulér definiere
B € R(™M durch -
b,'/' = (—1 )’+fdet A,-,-/detA
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Determinanten

Zu A € RN reguldr definiere
B € R(™M durch -
b,'/' = (—1 )’+fdet A,-//detA

Beispiel

a1 a2 as

A= |ay ax ax

az1 ds2 ds3
+A1|  —[Az21|  +[Aa1]
detA-B= —|A12| +|A22| —|A32|
+|Asz|  —|Azs| +|Ass]
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Determinanten

Satz 5.27
Behauptung: B = A’

Beweis von B~ = A?
Einfach A- B = E finden:
Sei C=A-BDann

n
cj = Zaik by
e

n
(Z(—'l )k+j aik det Ajk)/det A

k=1
[ Afari=j
= 0firi#]
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Determinanten

Ax = b, Aregular

=
x = A'b
X = Za’(j—”bjzz(_nfﬂbjdetA,,-/detA
j=1 j=1

(i(—“ )i+j bj det Aj,') /det A

=1

det B,'

B; ¢ R(™" entsteht aus A durch Ersetzen der i — ten Spalte von A durch b.
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Determinanten

Ax = b, Aregular

=
x = A'b
X = Za’(j—”bjzz(_nfﬂbjdetA,,-/detA
j=1 j=1

(i(—“ )i+j bj det Aj,') /det A

=1

det B,'

B; ¢ R(™" entsteht aus A durch Ersetzen der i — ten Spalte von A durch b.

Satz 5.29: Cramersche Regel

det B,'

Ax=b= x; = Jel A
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Beispiel
1 20 -1
2 4 1)x= 1
0 1 1 0
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Beispiel

1 1.0 |1 -1 0
2 1 1 3 0 1
W0 0 1 o 0 f
2”71 2 o |1 2 o
2 4 1 0 0 1
o 1 1 [0 1 1
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Beispiel

1 1.0 |1 -1 0
2 1 1 3 0 1
W0 0 1 o 0 f
2”71 2 o |1 2 o
2 4 1 0 0 1
o 1 1 [0 1 1
+3
—~=-3
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Determinanten

Eine weitere Darstellung der Determinante

Seite 187

Interessant fiir theoretische Zwecke. Erhalt man durch Einsetzen von

a;j

n
i=1
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Determinanten

Endresultat:
Sei S, die Menge aller Permutationen von {1,--- , n}. Dann

det A = E aj1---ajn-det(ey, - ,e;)
i i —_—
(i, 1in) € Sn € [+1,-1}
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Determinanten

Endresultat:
Sei S, die Menge aller Permutationen von {1,--- , n}. Dann

det A = E aj1---ajn-det(ey, - ,e;)
; ; —_—
(i, 1in) € Sn € [+1,-1}

Definition

Permutation (i, - - - , ip) ist gerade falls (i3, --- ,ip) — (1,--- ,n)
mit gerader Anzahl von Vertauschungen, sonst ungerade.

o .y [ 1 (h,---,in) gerade
sign(iy, - -+ ,in) = { —1 (i, ,Ip) ungerade
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Determinanten

detA= > ay1---ayn-sign(is, -, in)

(i1, ,in) € Sn
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det A = Z aj1 -+ @j,n - Sign(iy, - - - ,ip)

Man wird mit dieser Regel

Determinanten nur zur Strafe
berechnen (lassen).

Berechnen Sie einmal die Komplexitat dieser Formel.
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Determinanten

Ende des WS 2011/2012
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