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Kapitel 1

Einleitung

Aufgabe der Numerischen Mathematik ist, Algorithmen (d.h. Rechenvorschriften)
fiir die ndherungsweise numerische Losung mathematischer Probleme der Naturwis-

senschaften, Technik, Okonomie u.s.w. bereitzustellen und zu diskutieren.

Gesichtspunkte bei der Bewertung eines Algorithmus (und beim Vergleich von Al-
gorithmen) sind der Aufwand (z.B. Zahl der Operationen), Speicherplatzbedarf und

eine Fehleranalyse.

Man unterscheidet drei Typen von Fehlern nach ihren Quellen:

1. Datenfehler: Die Eingangsdaten einer Aufgabe kénnen fehlerhaft sein, wenn
sie etwa aus vorhergehenden Rechnungen, physikalischen Messungen oder em-

pirischen Untersuchungen stammen.

2. Verfahrensfehler: Dies sind Fehler, die dadurch entstehen, dass man ein
Problem diskretisiert. (z.B. eine Differentialgleichung durch eine Differenzen-
gleichung ersetzt) oder ein Iterationsverfahren nach endlich vielen Schritten
abbricht.

3. Rundungsfehler: Bei der Ausfithrung der Rechenoperationen auf einer Re-
chenanlage entstehen Fehler, da das Ergebnis (aber auch schon alle Zwischen-
ergebnisse) nur im Rahmen eines begrenzten Zahlbereichs (sog. Maschinen-

zahlen) dargestellt werden kann, also gerundet werden muss.

Die Frage, wie sich Datenfehler auf die Losung einer Aufgabe auswirken, nennt

man das Konditionsproblem der Aufgabe.
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Bewirken kleine Eingangsfehler auch nur kleine Ergebnisfehler, so nennt man das
Problem gut konditioniert, anderenfalls schlecht konditioniert. Die Kondition eines
Problems héngt nicht nur von der Aufgabenstellung (z.B. “Lésung eines linearen
Gleichungssystems” ), sondern auch von den Eingangsdaten ab (z.B. Koeffizienten
der Matrix).

Beispiel 1.1. Das lineare Gleichungssystem
1 a\ [z 1
0 1)G) = () oem (1)

=1, y=0.

besitzt die Losung

Das gestorte Gleichungssystem
1 a\ [z (1
0 1) \y) \o

.T5:1—5a ) 96:5

() = () = ()

- =0 .

Yo Ys 1

Anderungen der rechten Seite (1 O)T in der zweiten Komponente werden also mit

dem Faktor v/1 + a? (bzgl. der Euklidischen Norm) verstérkt. Damit ist das Problem

fiir kleine |a| gut und fiir groe |a| schlecht konditioniert. O

hat die Losung

Damit gilt

Ein numerisches Verfahren heifit gut konditioniert (numerisch stabil), wenn die ge-
lieferte Losung eines gegebenen Problems die exakte Losung eines Problems ist, das
aus dem urspriinglichen Problem durch geringe Anderung der Eingangsdaten her-
vorgeht. Anderenfalls heifit das numerische Verfahren schlecht konditioniert (oder

numerisch instabil).

Beispiel 1.2. Das Integral

/1 220 ;
x
10+
0
kann auf folgende Weise berechnet werden:

Fur

1
:L.n
n = d
4 0/10+x o



Tabelle 1.1: Rekursion

vorwarts

rickwarts

= e e
e LR Nouewn—o| 3

19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30

gilt

Wertet man die Differenzenformel vy, = — — 10y,
n

Yn + 1Oyn—1 = /

9.53101798043249E — 0002
4.68982019567514E — 0002
3.10179804324860E — 0002
2.31535290084733 £ — 0002
1.84647099152673 £ — 0002
1.53529008473272E — 0002
1.31376581933944 £ — 0002
1.14805609231986 £ — 0002
1.01943907680135E£ — 0002
9.16720343097581E — 0003
8.32796569024192E — 0003
7.62943400667172E — 0003
7.03899326661614E — 0003
6.53314425691553E — 0003
6.09712885941609E — 0003
5.69537807250574E — 0003
5.54621927494255E — 0003
3.36133666233920E — 0003
2.19421889321635E — 0002

—1.66790310374267E — 0001

1.71790310374267 £ + 0000

1

z + 10

0
/1 dx |
= :n
Yo S 10+

erhalt man die Werte der Tabelle 1.1.

2" + 102"t

9.53101798043249E — 0002
4.68982019567514E — 0002
3.10179804324860E — 0002
2.31535290084733 £ — 0002
1.84647099152671 L — 0002
1.53529008473289E — 0002
1.31376581933773 L — 0002
1.14805609233700 L — 0002
1.01943907663000£ — 0002
9.16720344811137E — 0003
8.32796551888631 £ — 0003
7.62943572022779E — 0003
7.03897613105546 £ — 0003
6.53331561252233E — 0003
6.09541530334817E — 0003
5.71251363318499E — 0003
5.37486366815006 £ — 0003
5.07489273026414E — 0003
4.80662825291418E — 0003
4.56529641822660E — 0003
4.34703581773402E — 0003
4.14868944170746 E — 0003
3.96765103747089E — 0003
3.80175049485636 £ — 0003
3.64916171810310E — 0003
3.50838281896903 £ — 0003
3.37771027184820E — 0003
3.25993431855501 £ — 0003
3.11494252873563E — 0003
3.33333333333333E — 0003
0.00000000000000E" + 0000

)

1
1
d:}::/x”_ldz:—
n

(1.1) .

(1.2)

fir n=1,...,20 aus, so

Obwohl das Problem, das Integral zu berechnen, gut konditioniert ist, erhélt man

ein unbrauchbares Resultat. Das Verfahren ist also instabil.

Lost man (1.2) nach y,_; auf:

1
Yn—1 = 0.1 ( — yn)
n
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und startet man mit der groben Ndherung 3y = 0, so erhélt man 1y, ...,y mit

einer Genauigkeit von wenigstens 10 giiltigen Stellen. O

1.1 Zahlendarstellung

Ublicherweise stellt man Zahlen im Dezimalsystem dar, d.h. eine reelle Zahl = wird

durch die Koeffizienten «; der Dezimaldarstellung von x festgelegt:
v=% (o 10"+ 0y - 10" 4 ag 107 Fasy - 107 4L )

mit aiG{O,l,...,Q}.

Abgekiirzt schreibt man

ApQlp_1...00.00_10_9 ... .

Aus technischen Griinden arbeiten digitale Rechenanlagen im Dualsystem (Basis:
2) oder Hexadezimalsystem (Basis: 16) . Wir bleiben bei der Basis 10.

Fiir die interne Darstellung einer Zahl in einem Rechner steht nur eine feste Anzahl
t (=Wortlidnge) von Dezimalstellen zur Verfiigung. Diese Wortlédnge wird auf zwei

Arten zur Darstellung einer Zahl benutzt:

Bei der Festpunktdarstellung sind n; und n, , die Zahl der Stellen vor und
nach dem Dezimalpunkt, festgelegt:

Beispiel 1.3. t=8n,=3,n,=2>5

30.411 — 030 | 41100
0.0023 — 000 | 00230 .

Wegen des verhéltnisméfig kleinen Bereichs darstellbarer Zahlen wird mit Fest-
punktzahlen nur dann gearbeitet, wenn keine zu groflen Unterschiede in der Grofien-
ordnung der auftretenden Zahlen bestehen (kaufménnisch-organisatorischer Bereich:

Stiickzahlen: mny = 0, Preise: ny = 2) .
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Schreibt man z in der Gleitpunktdarstellung, so liegt die Mantissenldnge ¢ =

ny +ng fest ; die Lage des Dezimalpunktes wird durch einen Exponenten markiert:

v o= (a1 10" o 10" ag - 100+ oy 107
o, 10—"2) :
= + (am_l 107 a0 1072, - 10—<"1+”2>) 1™

= 20 p,—10m,-2. ..y, 10", ny : Exponent

Mantisse
Beispiel 1.4. t=4
0.0023 — 0.0023100 oder 0.2300,¢ — 2. O
Die Gleitpunktdarstellung einer Zahl ist i.a. nicht eindeutig. Sie heifit normalisiert,

falls x = 0 oder fiir die erste Ziffer «; # 0 gilt. Wir betrachten von nun an nur

noch normalisierte Gleitpunktzahlen.

1.2 Rundungsfehler und Gleitpunktrechnung

Die Menge A der in einer Maschine darstellbaren Zahlen ist endlich (endliche
Mantissenldnge ¢ , und fiir die Darstellung des Exponenten stehen auch nur e < oo

viele Stellen zur Verfiigung).

Fiir ein gegebenes = € IR bezeichnen wir mit fl(z) € A eine Maschinenzahl, durch

die x am besten approximiert wird, d.h.
fi(z) — x| < |z —dq fir alle a€ A.

Diese Vorschrift ist noch nicht eindeutig (wird 0.5 auf- oder abgerundet?). Wir setzen
fest:

Sei x € IR mit der normalisierten Gleitpunktdarstellung
r =201 ... oqpyy ... - 10",

dann wird x durch die folgende Vorschrift gerundet:

() +0.aq009 ...y - 10™ , falls 0<ayy <4
€Tr) =
:]:(0.0[10(2 coL Oy T+ 10_t) - 10" s falls 5 S Opq1 S 9.
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Fiir den absoluten Fehler gilt

|z —fi(z)] < = - 10"

1
2
und fiir den relativen Fehler

r —fi(x)

<

1
<35 10"t 0 " =5.107" (ay #0!).

Mit der Abkiirzung eps =5- 107" (Maschinengenauigkeit) gilt also
filz)=(1+4+¢e)x, |g| <eps. (1.3)

fi(z) ist nicht stets eine Maschinenzahl, da nicht beliebig grofie oder kleine Zahlen

dargestellt werden kénnen:

Beispiel 1.5. (t=4,e=2)

f1(0.99997,,99) = 0.100010100 ¢ A (Exponenteniiberlauf)
1(0.01234;p — 99) = 0.1234;p — 100 ¢ A (Exponentenunterlauf) . O

Setzt man im zweiten Fall f1(0.01234, — 99) = 0  oder 0.0123; — 99 , so gilt
zwar fl (...) € A, aber es ist nicht mehr (1.3) erfiillt. Da bei den heutigen Anlagen
e geniigend grof} ist, tritt Exponenteniiberlauf oder -unterlauf nur sehr selten auf.

Wir nehmen daher fiir das Weitere e = oo an, so dass bei der Rundung (1.3) gilt.

Offensichtlich gilt

ryeA S xty,z-y,z/yeA.

Statt der Operationen +,—, -, / sind daher auf dem Rechner als Ersatz die Gleit-

punktoperationen +* —* .* /* realisiert, die man mit Hilfe von fl so beschreiben

kann: (z,y € A)

v+t y=fa+y), e-"y:=0=-y), y y:=M0(-y), o/y:=1(z/y)
(In der Maschine wird die Operation exakt ausgefiihrt, danach wird gerundet). We-
gen (1.3) gilt
zo'y=(zoy)(l+e), [e] <eps,

fiir jede der Operationen o € {4, —,-, /} . (Der relative Fehler hat also die Gréfien-

ordnung der Maschinengenauigkeit).
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Waren aber x und y keine Maschinenzahlen, so wird zunéchst gerundet und dann
fi(z) o* fi(y) berechnet.

Hierfiir gilt wegen fl(z) = (14+¢,)z, fl(y) = (1 +¢,)y

fi(z) +fi(y) — (z +y) T y

Ex + Ey -
r+vy T+ r+y

Haben also bei der Addition die Summanden entgegengesetztes Vorzeichen, gleichen
Exponenten und gleich fithrende Ziffern der Mantisse, so ist x + y klein gegen
x und gegen y und der relative Fehler wird verstdrkt. (Man spricht dann von

Ausloschung).

Beispiel 1.6. t=6, x = 1234.567 , y = —1234.60 .

Es gilt
(fi(x) + () — (x+y)| |-0.03—-(=0.033)] 1
Tty B —0.033 11
aber ()
T)—x 0.003
L= = ~25-1076 =0. O
© ‘ z 1231567 2010 e =0

Die Operationen - und / sind wegen

fi(zx) - fi(y) —x-y
Ty

=é&rteyte-eyRe+¢gy

fiir die Fehlerfortpflanzung in einer Rechnung unkritisch.



Kapitel 2

Interpolation

2.1 Problemstellung

Wir betrachten in diesem Kapitel das

Interpolationsproblem:

Gegeben seien eine Funktion

¢ (z;aq,...,a,) : RDT— 1R,

die auf einem Intervall I erklért ist und von n Parametern aq,...,a,
abhéngt, paarweise verschiedene Knoten (oder Stiitzstellen) x1, ..., z,,
m

=1

€ I, Vielfachheiten rq, ..., 7, € IN mit 3> r; = n und Werte y;; € R,

1=1,....m, 7=0,...,r;, — 1.

Bestimme die Parameter aq, ..., a, so, dass die Interpolationsbedingun-

gen
q)(j)(xi;ala...;an):yij ) izl?"'am>j:07""ri_1’

erfiillt sind.

Ist @ linear in den Parametern a;, d.h.
o (x;alv ceey a’n) = Za’lél(x) )
i=1

so heifit das Interpolationsproblem linear .

Gilt r; = 1 fiir alle j, so spricht man von Lagrange Interpolation,

anderenfalls von Hermite Interpolation.
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Bemerkung 2.1. Bei der Lagrange Interpolation werden nur Funktionswerte, aber
keine Ableitungen vorgeschrieben. Man beachte, dass bei der Hermite Interpolation
alle Ableitungen der Ordnung 0, ..., r; —1 vorgeschrieben werden. Lésst man Liicken
bei den vorgeschriebenen Ableitungen zu, so spricht man von einem Hermite Birk-

hoff Interpolationsproblem. O

Beispiel 2.2. 1. Polynominterpolation

n

@(x;ao,...,an):Zajxj

j=0

2. trigonometrische Interpolation

O (z5a0,...,a9,) = Z agj—18in(jz) + ag; cos(jz))

3. rationale Interpolation

4. Spline Interpolation

O (zyar,...,an) =Y a;ps(x) ,

=1

wobei die ¢; auf Teilintervallen von I mit Polynomen iibereinstimmen.

Wir werden uns nur mit der Polynominterpolation und der Interpolation mit Splines
beschéftigen. Die trigonometrische und die rationale Interpolation werden ausfiihr-
lich in Braess [13], Stoer [101] und Schwarz [93] behandelt.

Man benétigt die Interpolation zur

1. Bestimmung von Zwischenwerten aus Funktionstafeln (was seit der Verbrei-

tung von elektronischen Taschenrechnern an Bedeutung verloren hat),
2. Herleitung von Formeln zur numerischen Integration,
3. Konvergenzbeschleunigung durch Extrapolation,

4. Numerische Behandlung von gewohnlichen Differentialgleichungen.
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2.2 Polynominterpolation

Wir betrachten in diesem Abschnitt die Interpolation mit Polynomen. Dabei behan-

deln wir vor allem das Lagrangesche Interpolationsproblem.

Gegeben seien n+1 verschiedene Knoten z; € IR, j = 0,...,n, und n+1

nicht notwendig verschiedene Werte y; € IR.

Gesucht ist ein Polynom p vom Hochstgrade n, so dass gilt
p(z;)=vy; firj=0,...,n.

Nur im letzten Unterabschnitt gehen wir kurz auf einen Spezialfall der Hermite

Interpolation ein.

Bemerkung 2.3. Die Beweise werden zeigen, dass die Existenz- und Eindeutig-
keitsresultate und die Algorithmen zur Berechnung des Interpolationspolynoms ohne
Anderungen fiir komplexe Knoten x; und komplexe Daten y; richtig bleiben. Nur

die Fehlerabschéatzungen beziehen sich ausschliellich auf reelle Probleme. O

Wir bezeichnen mit II,, die Menge der Polynome von Héchstgrad n (mit reellen oder

komplexen Koeffizienten).

2.2.1 Lagrangesche Interpolationsformel

Satz 2.4. (Existenz und Eindeutigkeit)
Zu beliebigen n + 1 Daten (z;,y;) € R?, j =0,...,n, mit x; # xy fir j # k gibt es

genau ein Polynom p € I1,, mit
plz;))=vy;, 7=0,...,n. (2.1)

Beweis: Eindeutigkeit: Angenommen es gibt zwei Polynome pi,p, € II, mit
pe(z;) =vy;, 7 =0,...,n, k=1,2. Dann besitzt das Polynom p := p; — py € II,, die
n + 1 Nullstellen zy, ..., x,, und daher folgt aus dem Fundamentalsatz der Algebra

p=0.

Existenz: Die Existenz zeigen wir konstruktiv. Es sei
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Dann gilt ¢; € I1,, und ¢; (z) = 0,5, fiir j,k =0,...,n, und daher erfiillt
p(x) =3 yli(z) €11, (2.3)
7=0
die Interpolationsbedingungen (2.1) . 1

Definition 2.5. Die Darstellung (2.2), (2.3) des Interpolationspolynoms heifst

Lagrangesche Interpolationsformel.

Bemerkung 2.6. Prinzipiell kann man bei dem Ansatz p(x) = f: a;jx? die Koef-
=0

fizienten a; aus dem linearen Gleichungssystem
Sajpl =y, k=0,...,n (2.4)
5=0

berechnen. Dies erfordert mit dem in Abschnitt 4.5 gegebenen Algorithmus fiir Van-
dermondesche Systeme 2.5n? flops. Weniger Aufwand erfordern die folgenden Algo-

rithmen. O

Bemerkung 2.7. MATLAB stellt die Funktionen p=polyfit(x,y,n) zur Verfii-
gung, durch die die Koeffizienten p des Ausgleichspolynoms vom Grad n zu den
Daten (z,y) bestimmt werden. Ist dimz = n + 1, so erhélt man das Interpolations-
polynom. Mit y=polyval(p,x) kann man das Polynom dann an der Stelle = (oder

den Stellen z(j), falls x ein Vektor ist) auswerten. O

Verwendet man die Lagrangesche Interpolationsformel (2.3) naiv, so benétigt man
zur Auswertung von p an einer festen Stelle & zur Bereitstellung der ¢;(Z) aus (2.2)
jeweils 4n flops (berechne (& —x;)/(x; — ;) fir i = 0,...,n, i # j, und das Produkt
dieser Quotienten) und zur Auswertung von (2.3) weitere 2n flops, zusammen also
4n? 4+ O(n) flops.

Wir leiten nun eine Rechentechnik her, mit der dieser Aufwand wesentlich reduziert

werden kann. Dazu schreiben wir (2.3) um in

p(%) = Yi - @ =) (2.5)
j;) ’ $—xji1;[<3$j—$i zl;[o
i7£]
Hierin sind die Stiitzkoeffizienten
n 1
A= 1 =0,... 2.6
] H l’] _ xi’ J ’ » 1, ( )
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nur von den Knoten x,...,x, abhéngig und unabhéngig von der Stelle z, an der

das Interpolationspolynom p ausgewertet werden soll.

Der Faktor .

H T — ;)
hangt zwar von & ab, ist aber unabhéngig von den zu interpolierenden Daten y;.
Fiir das Interpolationspolynom ¢ € II,, mit ¢(z;) = 1 fiir j =0, ..., n gilt wegen der
Eindeutigkeit sicher ¢(x) = 1, und damit insbesondere

q(7) =1= (i N )‘H(ﬂ?—xi),

j=0 T =T ) iZo

d.h.

v=1 Z

ox_l’]

Damit erhélt die Lagrangesche Interpolatlonsformel die Gestalt

r) = z " Z - 2.7)

{E—CL'J l’—l‘]

Sind also die Stiitzkoeffizienten \; bekannt (mit (2.6) benétigt man fiir ihre Berech-
nung offenbar 2n? + O(n) flops) so kann man das Interpolationspolynom p an jeder
gewiinschten Stelle £ auswerten durch

Aj

A )
ZL‘—QZ'j

= 7=0,...,n,

und . .
=2 Yty D
=0 =0
Jede Auswertung erfordert also zusétzliche Hn flops.

Den Aufwand zur Berechnung der Stiitzkoeffizienten A; kann man verringern, indem

man sie rekursiv berechnet.

Es seien die Stiitzkoeffizienten /\gn—n fiir das Interpolationsproblem mit den n paar-
weise verschiedenen Knoten z, ..., x,_; bekannt, und es sei z, # z;, j =0,...,n—
1, ein zusétzlicher Knoten. Dann gilt sicher fiir die Stiitzkoeffizienten /\5-") des Inter-

polationsproblems mit den Knoten xgq,...,z, 1,2z,

m _ 7
A= A]

Den noch fehlenden Stiitzkoeffizienten A erhalten wir aus
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Lemma 2.8. FEs seien )\gn), j=0,...,n, die Stitzkoeffizienten zu den (paarweise

verschiedenen) Knoten x;, j =0,...,n. Dann gilt firn > 1
) _
>N =0.
§=0
Beweis: Wir betrachten wieder das Interpolationspolynom

q(x) = > apa®
k=0

mit den Daten y; =1 fiir j = 0,...,n. Dann gilt

n

q(z) = Z /\gn) H (x — ),
3=0 ?;Q
i

d.h. fiir den fithrenden Koeflizienten

Da andererseits ¢(x) = 1 ist, folgt fiir n > 1 die Behauptung

O:an:Z)\g-n). |

Jj=0

Unsere Uberlegungen zeigen, dass man die A§"):: 1[j] mit dem folgenden Programm-

teil berechnen kann:

Algorithmus 2.9.
1(0) = 1;
for k=1 :n
1(k) = 0;
for i =0 : k-1
1(1) = 1(1) /(x(1) - x(k));
1(k) = 1(k) - 1(i);
end

end

Mit diesem Algorithmus erhélt man alle Stiitzkoeffizienten mit
“ 3
> 3k=-n(n+1)
k=1 2

flops.
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2.2.2 Die Newtonsche Interpolationsformel

Wir werden nun eine Form des Interpolationspolynoms herleiten, bei der ebenfalls
1.5n(n + 1) flops zur Vorbereitung (entsprechend der Bereitstellung der Stiitzkoeffi-
zienten) benotigt werden, die Auswertung an einer festen Stelle dann aber nur noch

3n flops erfordert. Wir behandeln dazu zunéchst die folgende Frage:

Das Polynom p,(z) € II, interpoliere die Daten (z;,y;) € R*j = 0,...,n. Wir
nehmen ein weiteres Zahlenpaar (Z,11,Ynt1) € R?, Zpy1 # x4, j = 0,...,n, hinzu.
Kann man dann das Interpolationspolynom p,41(z) € II,,+1 zu den Daten (x;,y;),

j=0,...,n+1, schreiben als

Pr+1(®) = pu(@) + f(2)
mit einer leicht berechenbaren Funktion f(x)?
Wegen p,,(z) € I, poii1(z) € qq gilt f(2) = ppy1(x) — pu(z) € 141, und wegen
Yj = Prr(%5) = pul;) + f25) = y; + f(z5), 5=0,...,n,
gilt f(z;) =0,7=0,...,n. Daher hat f(z) mit einem a € R die Gestalt
=all (e~
a kann man aus der Interpolationsbedingung
Ynt1 = Pnt1(Tng1) = Pn(Tny1) ﬁ (Tnt1 — z5)

ermitteln:

Yn+1 — Pn(Tni1)

(Tpg1 —x0) * oo (T — )

Wir wollen nun ein Verfahren zur Berechnung der Zahl a, des fithrenden Koeffizienten

a =

des Interpolationspolynoms, herleiten. Grundlage dafiir ist

Satz 2.10. (Aitken Lemma)
Es sei zu (z;,y;) € R?, j =0,...,n, x; # x; firi+# j, das Interpolationspolynom
gesucht.

Seien pyoy € 1,1 durch die Interpolationsbedingungen py(x;) = y;, j =0,...,n—1,
festgelegt, und sei py,) € I,y definiert durch py(x;) =y, j =1,...,n. Dann gilt

p(z) = Plo] (z)(z — ) — Pn] (z)(z - 1‘0).
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Beweis: Das angegebene Polynom erfiillt offenbar die Interpolationsbedingungen

p(x;) =y, j=0,...,n. |

Fir 0 < i < j < n sei nun p;; € II;_; das Interpolationspolynom, das p;;(zx) =
Yk, kK = 1,...,7, erfiillt. Dann folgt aus dem Aitken Lemma, dass die p;; rekursiv

berechnet werden konnen durch

pi(z) = Pij—1(2)(x — ;) — piv1,;(2)(x — ;) (2.8)

JIi—Ij

.T—l’j

= pz‘+1,j($) + (pi+1,j($) — Pz‘,j—1($))
ZL']‘ — T

Diese Rekursionsformel kann verwendet werden, um den Wert des Interpolationspo-

lynoms an einer festen Stelle z (nicht das Polynom selbst) zu berechnen:

Algorithmus 2.11. (Algorithmus von Neville und Aitken)
for j =0 :n
t(j) = y(j);
xj = x - x(3);
if >0
fori=3j-1:-1:0
t(1) = t(i+1) + (£(i+1) - t(@))*xj / x(G) - x(i));

end

end
end

p = t(0);

Bemerkung 2.12. Mit dem Algorithmus von Neville und Aitken wird das linke
Tableau aufgestellt, das die Werte F;; der interpolierenden Polynome p;; an der
festen Stelle x enthélt. Das rechte Tableau enthélt die Reihenfolge, in der die Pj;

berechnet werden.

Zo Yo = Poo

p Py P 1 3
T1 1= In 02
Py Pos 2
T Yo = Pao Pi3 Pos = p(x) 10
x _py 2 op, s
3 Y3 33 Py 24 -

T4 Ys = Puy
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Bemerkung 2.13. Zur Auswertung des Interpolationspolynoms p an einer festen
Stelle bendtigt man mit dem Algorithmus von Neville und Aitken offenbar gnQ—l—O(n)
flops. O

Man erhilt aus der Rekursionsformel (2.8) eine weitere Darstellung des Interpolati-
onspolynoms, die Newtonsche Interpolationsformel. Da a in

n—1

Pn(2) = pni(z) +a 1:[0 (x — ;)

der Koeffizient bei der hochsten Potenz x™ in p,(z) ist, liest man aus (2.8) sofort
ab:

Satz 2.14. (Newtonsche Interpolationsformel) Das Interpolationspolynom p €
I1,, aus (2.1) hat die Gestalt

n J—1
p(x) = [zo,. . zy] [](z — ), (2.9)
=0 k=0
wobei die dividierten Differenzen [z, ..., z;] rekursiv definiert sind durch
2] =y,
[:Uk,---,xj] — [karl’"'?xj]_ [ka"?‘x]’*l]’ j >k20 (210)
Tj — Tk
Die dividierten Differenzen ¢; := [y, ..., x;] kann man mit folgendem Algorithmus

aus den Wertepaaren (z;,y;) berechnen:

Algorithmus 2.15. (Dividierte Differenzen)
for k =0 :n
t(k) = y(k);
if k>0
for i =k-1:-1:0
t(i) = (t@GE+1) - t(D)) / x(k) - x(1));
end
end
ck) = t(0);

end

Danach kann man das Interpolationspolynom an jeder gewiinschten Stelle 0 mit

einem Horner-dhnlichen Schema auswerten:
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Algorithmus 2.16.
p = c(n);
for i =n-1:-1:0
p=px* (x0 - x(i)) + c(i);

end

Bemerkung 2.17. Die #(k) in dem Algorithmus enthalten die folgenden dividier-
ten Differenzen, die in derselben Reihenfolge wie im Algorithmus von Neville und

Aitken berechnet werden:

ig(l); Z z? 2;(2) i [x(hxl] t(O) — [xo’x1’x2] t O B

t(2) = yo ( ):[xl’@] t(1) = [z1, 22, 73] (0) = [z, 21, 2, 23]
t(Q) = [$2,$3]

t(3) =ys

Bemerkung 2.18. Man bendétigt (wie fiir die Berechnung der Stiitzkoeffizienten
bei der Lagrangeschen Interpolationsformel) %n (n 4+ 1) flops zur Berechnung aller

¢;, zur Auswertung von p an einer festen Stelle # zusétzlich 3n flops.

Die Newtonsche Interpolationsformel liefert also die effizienteste Methode zur Aus-
wertung des Interpolationspolynoms. Selbst wenn man nur an einem Funktionswert
interessiert ist, ist der Aufwand geringer als mit dem Algorithmus von Neville und
Aitken. Wegen seiner einfachen Gestalt wird der Algorithmus von Neville und Aitken

dennoch in der Praxis verwendet. O

Bemerkung 2.19. Natiirlich erhdlt man fiir jede Anordnung der Knoten z; (bei
rundungsfehlerfreier Rechnung) dasselbe Interpolationspolynom p,(z). Will man
pn(x) nur an einer Stelle x (oder in deren Néhe ) auswerten, so kann man den
Rundungsfehlereinfluss klein halten, indem man die Knoten so nummeriert, dass
gilt

|z —ai| < |z — 2| , 1=0,...,n—1.
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—0.5— —

L L L L L L L L L L
-1 —0.8 —0.6 —0.4 —0.2 o 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abbildung 2.1: Fehlerkurve (dquidistante Knoten)

2.2.3 Fehlerbetrachtungen

Wir behandeln nun die Frage, wie gut eine gegebene, auf einem reellen Intervall
definierte Funktion f durch das Interpolationspolynom zu vorgegebenen Knoten x;

in I approximiert wird (es sei also y; = f(z;)) .
Beispiel 2.20. Gegeben sei auf dem Intervall [ = [—1, 1]
f(z) =sinmx
und pg(z) € Ilg, das Interpolationspolynom zu den Knoten
2= —14+i-025,i=0,...,8.

Dann erhélt man die Fehlerkurve aus Abbildung 2.1. Das Interpolationspolynom
liefert also am Rande des Intervalls eine ziemlich schlechte Approximation fiir f,

obwohl f sehr gutartig ist (beliebig oft differenzierbar). 0

Das gezeichnete Verhalten ist typisch fiir die Polynominterpolation mit dquidistan-

ten Knoten bei groflerem n. Eine gewisse Erklarung hierfiir gibt

Satz 2.21. Sei f € C"a,b], seien z; € [a,b], 7 = 0,...,n, paarweise verschie-
dene Knoten, und sei p € II,, das durch p(z;) = f(x;), j = 0,...,n, bestimmte

Interpolationspolynom. Dann gilt:

Zu jedem x € [a,b] existiert £ = £(x) aus dem kleinsten Intervall I (z,xo,...,x,),

das alle x; und x enthdlt, so dass

fla) = pw) = 2 F ), (211)
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gilt mat

w(z) = H (x —xy) . (2.12)

Bemerkung 2.22. w hat fiir 4quidistante Knoten z; die Gestalt von f — pg der
Skizze aus Abbildung 2.1. O

Beweis: Fiirx =z, j =0,...,n, ist die Aussage trivial.

Fiir festes  # x; betrachten wir die Funktion

F(z) = £(z) - p(2) — aw() (2.13)
und bestimmen « € IR so, dass F'(z) = 0 gilt.

Dann besitzt Fin I (z,x, ..., z,) wenigstens n + 2 Nullstellen. Nach dem Satz von
Rolle besitzt F” dort wenigstens n 4+ 1 Nullstellen, F” wenigstens n Nullstellen, ...
Schlieflich hat F™*1 mindestens eine Nullstelle ¢ € I (z, g, ..., 7,) .

Wegen p € I1,, erhilt man aus (2.13)
FOr) = oD@ —0—a-(n+1)!'=0.

Hiermit folgt wegen F'(x) = 0 aus (2.13) die Behauptung. |

Bemerkung 2.23. Aus Satz 2.21. erhilt man die folgende Abschétzung fiir die
Giite der Approximation einer Funktion durch das Interpolationspolynom

|f —plly == max |f(z) — p(z)| < K(f)

nax m”wﬂm : (2.14)

wobel

E(f)=1/"V,. D

Bemerkung 2.24. Man erhélt ferner aus Satz 2.21. eine Darstellung der dividier-

ten Differenzen.

Nimmt man im Newtonschen Interpolationspolynom in Satz 2.14. z als weitere
Stiitzstelle mit dem Wert f(x) hinzu, so erhdlt man fiir das in Satz 2.14. definierte
Polynom p

flz) —p(x) = [xn, xp_1, ..., To, T] H (x — ;). (2.15)
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Durch Vergleich mit der Abschitzung (2.11) folgt

1
(n+1)!

und damit allgemein fiir die n—te dividierte Differenz

o)

[Tn, ..., 20,2] =
1 .
[0, ..., 2] = —|f<")(g) fir ein £ € I (zg,...x,).
n!

Bei dquidistanten Knoten

b_
4 i=0,....n (2.16)

zeigt w aus (2.11) einen Verlauf wie f — pg in Beispiel 2.20. Dies legt die Idee nahe,

die Knoten am Rande des Intervalls dichter zu legen.

Als “beste” Wahl (vgl. Satz 2.25.) erweisen sich die Chebyshev Knoten

b—a 21+1 a+b
Ti = COS<2n+27T> 5 ,1=0,...,n. (2.17)
Zur ndheren Untersuchung nehmen wir ¢ = —1 und b = 1 an und betrachten die
Funktionen
T,(z) := cos(n -arccosz) , —1 <x <1, ne€Ng. (2.18)

T,, ist ein Polynom vom Grade n, das n—te Chebyshev Polynom, denn aus
cos((n + 1)z) = 2cos zcos(nz) — cos((n — 1)z)

und aus (2.18) liest man sofort ab, dass die Chebyshev Polynome die folgende Re-

kursionsformel erfiillen:

To(x) = 1, Ti(x) =z,
Toii(z) = 22T, (z) — Tha(x) . (2.19)

Aus dieser Darstellung folgt, dass der Koeffizient bei 2" in T, gleich 2" ist.

(2.18) liefert, dass 7,41 in [—1, 1] genau die Nullstellen

(2i+1 ) .
T; = COS m), 1=0,...,n,
2n + 2

besitzt. Es gilt also mit diesen x;



2.2. POLYNOMINTERPOLATION 21

und aus der Darstellung (2.18) folgt
W]l = 27"

Ferner erhélt man aus (2.18), dass T,,41 in [—1, 1] genau (n + 2) Extrema besitzt, in

denen abwechselnd die Werte +1 und —1 angenommen werden.

Satz 2.25. FEs seien xg,...,x, € |a,b] paarweise verschiedene Knoten, und sei
hiermit die Funktion w wie in (2.12) definiert.

Unter allen Knotenwahlen ist

@]l 7= max w(z)|
z€|a,b]

fiir die Chebyshev Knoten (2.17) minimal.

Bemerkung 2.26. Wegen Satz 2.25. ist die Abschétzung (2.14) fiir die Cheby-
shev-Knoten optimal. Hieraus kann man die Empfehlung ableiten, zur Polynomin-

terpolation in der Regel die Chebyshev Knoten zu verwenden. a

Beweis: Sei

wo(x) == ﬁ (x — xy)

=0

mit den Chebyshev Knoten x;, 2 =0,...,n.

Wir nehmen an, dass es bessere Knoten &, ¢ = 0,...,n, gibt, d.h. dass fiir

w(z) = ﬁ (x — &)

1=0

max |w(z)| < max |wo(z)| (2.20)
z€[a,b] z€la,b]

gelte

Da w und wy beide den fithrenden Koeffizienten 1 besitzen, ist
pi=w—uwy € ll,

Es seien n;, 7 = 0,...,n+ 1, die der Gréfle nach geordneten Extremwerte von wy in

[a,b] (o =a ,Nus1 =0 ,m1,...,n, relative Extrema). Dann gilt

wo (M) +wo (nj11) =0, j=0,....n
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Abbildung 2.2 : Fehlerkurve (Chebyshev Knoten)

und
lwo (7;)| = lwolle, 7 =0,...,n4+ 1.

Wegen (2.20) hat p in den 7; wechselnde Vorzeichen, und daher liegt zwischen 7;
und 741, J = 0,...,n nach dem Zwischenwertsatz eine Nullstelle von p, d.h. p € [],
hat n + 1 Nullstellen im Widerspruch zu p # 0. i

Fiir Chebyshev Knoten hat die Fehlerkurve des Interpolationspolynoms aus Bei-

spiel 2.20. die ausgeglichene Gestalt aus Abbildung 2.2.

Fir f € Cla,b] definieren wir

En(f) = mf [[f =pl, (2.21)

p€Elly,

als ein Maf3 dafiir, wie gut die stetige Funktion f durch ein Polynom vom Hé6chstgrad
n approximiert werden kann, und fragen, um wieviel schlechter die Approximation
von f durch ein Interpolationspolynom zu vorgegebenen Knoten ist als dieser beste

erreichbare Wert in I1,,. (Das Infimum in (2.21) wird tibrigens angenommen, d.h. zu
jedem f € Cla,b] gibt es ein p € I, mit || f — p|| = E.(f)).

Satz 2.27. Sei f € Cla,b] und p, € I1,, mit
f(z)=pn(2:), i=0,...,n.

Dann gilt mit den Polynomen (; = (7 aus (2.2)

17 = bl < (1 £y ue;uoo) Eulf). (222)
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Beweis: Sicher gilt

n

plx) = p(x;) }(x) fiir alle p € IL,.

j=0

Sei g, € II,, eine Minimalfolge, d.h. es gelte || f — x|/, — En(f) fiir & — oo.

Dann gilt
pn() — a(e) = §<pn<xj> — gula) £)(a)
- jé)(f(fcj) — () £)(a),

und daher

If=palle < I =@l + gk — allo
< = arlloe + D IF = arll NN
§=0

(1 +> Ilf}‘\loo> 1f = aelloo-
§=0

Lisst man in dieser Ungleichung k — oo gehen, so erhiilt man die Behauptung. |1

Fiir die Chebyshev Knoten (2.17) wurden die in (2.22) auftretenden “Uberschéit-

zungsfaktoren”
=0
von Powell (1967) berechnet. Es gilt
2 2
196+ —In(n+1) <c¢, <24+ —In(n+1)
T T

(insbesondere also ¢, < 4 fir n < 20, ¢, < 5 fiir n < 100), und man erhélt durch
Polynominterpolation an den Chebyshev Knoten gute Approximationen, wenn f

geniigend glatt ist.

Obwohl diese Uberschitzungsfaktoren nur langsam anwachsen und obwohl man jede
stetige Funktion durch Polynome beliebig gut approximieren kann (Satz von Weier-
strafl), kann man dennoch keine beliebig guten Approximationen durch Interpolation

erwarten. Es gilt der iiberraschende

Satz 2.28. (Faber) Zu jeder Folge von Zerlegungen

Apra<zi<al<...<zp<b
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von |a,b] mit

max (xf — x?fl) — 0 fiirn — oo

gibt es ein f € Cla,b], so dass die Folge der zugehdrigen Interpolationspolynome p, €

I, die f an den Knoten x} interpolieren, nicht gleichmdfsig gegen f konvergiert.

Beweis: s. Werner und Schaback [119], pp. 150 — 151.

2.2.4 Hermite Interpolation

Wir beschrinken uns auf den Fall, dass alle Knoten die Vielfachheit 2 besitzen,

betrachten also nur das folgende Problem:

Sei f € C'a,b], und es seien die Knoten zy,...,z, € [a,b] paarweise

verschieden.

Bestimme p € Iy, mit

pa)=fa)=fi |
p’(xj)zf’(xj)zrf;} R 229

Zur Bestimmung von p machen wir &hnlich wie bei der Lagrangeschen Interpolation

den Ansatz

pla) =>_ fidi(x) + > fiv(@), (2.24)
=0 =0
wobei ¢;,1; € Ily,1; Hermitesche Interpolationspolynome sind, die die Bedingungen

¢j(xi) = by, P(x:) =0

ZT; i
i 0, % (i) 0ij

i, j=01,....n (2.25)
V;(xi)

erfiillen.

Existieren solche ¢; und ¢; , so ist p aus (2.24) das gesuchte Hermitesche Interpo-

lationspolynom.

Man rechnet leicht nach, dass

pi(z) == (1 — 205 (z;)(w — xi)) G@) } (2.26)
vj(@) = (v — 2;) G(x) ,

wobei die ¢; wie in Satz 2.4. definiert sind, die Bedingungen (2.25) erfiillen.
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Daher existiert ein Polynom p € Iy, mit (2.23) .

Dieses ist eindeutig, denn angenommen p € Ily, .1 ist ein weiteres Polynom, das die
Interpolationsbedingungen (2.23) erfiillt, so besitzt p—p € Iy, 1 die n+1 doppelten

Nullstellen xq, ..., z,, ist also identisch 0.

Damit ist gezeigt

Satz 2.29. Das Hermite-Interpolationspolynom p € 1,1 mit den Eigenschaften
((2.23)) existiert und ist eindeutig bestimmit.

Die Darstellung (2.24),(2.26) des Interpolationspolynoms p entspricht der Lagran-

geschen Interpolationsformel in Satz 2.4.

Ahnlich wie fiir die Lagrange Interpolation kann man auch eine Newtonsche Interpo-
lationsformel herleiten. Dazu miissen nur die dividierten Differenzen fiir mehrfache
Knoten erkliart werden. Wir setzen

{IOMIO] = lim [LU(),;L‘] = lim M
T—T0 g To—x

= f'(z0).
Hohere dividierte Differenzen erhélt man dann wie in (2.10), wobei mehrfache Kno-
ten entsprechend ihrer Vielfachheit unmittelbar nacheinander behandelt werden

miissen. Ndheres findet man in Meinardus und Mérz [78], pp. 57 ff.

Fiir den Fehler gilt (entsprechend Satz 2.21.):

Satz 2.30. Sei f € C*"2[a,b], seien die Knoten xo, ..., x, € |a,b] paarweise ver-
schieden, und sei p € Ilo,11 das Hermitesche Interpolationspolynom, das den Bedin-

gungen (2.23) geniigt.

Dann gibt es zu jedem x € [a,b] ein § € I (x,xo,...,x,) mit
- W2(95) (2n+2)
@) = p(o) = g ). (2.27)

Beweis: Fiir x = z; ist (2.27) trivial.

Fiir x # o; fir alle i = 0,...,n sei

Dann besitzt h € C*"*2[q,b] in jedem x; eine doppelte Nullstelle und in z eine
einfache Nullstelle.
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(2n + 2)-fache Anwendung des Satzes von Rolle liefert, dass h(?"*2) eine Nullstelle

¢el(x,xg,...,x,) besitzt, und aus
WP (2) = (20 + 2)/(f(x) — p(x)) — FO2) (2)w’(2)

folgt fiir 2 = £ die Behauptung. i

2.3 Spline Interpolation

Die in den vorhergehenden Abschnitten behandelte Polynominterpolation ist zwar
leicht durchfiihrbar, hat aber den Nachteil, dass bei Verfeinerung der Zerlegung keine
Konvergenz zu erwarten ist (vgl. Satz 2.28.). Bessere Konvergenzeigenschaften haben

die nun zu besprechenden Spline-Funktionen.
Definition 2.31. Se:
A:ra=zr<r<...<z, =0 0b (2.28)

eine Zerlegung des Intervalls [a, b].

Dann bezeichnen wir mit S(A,p,q), p,q € Ny, 0 < g < p, die Menge aller Funk-
tionen s € Ca,b], die auf jedem Teilintervall [x;—1,z;], i = 1,...,n, mit einem

Polynom vom Héchstgrad p tibereinstimmen.

Jedes s € S(A,p,q) heifit (Polynom-)Spline vom Grade p der Differenzierbarkeits-
klasse q zur Zerleqgung A .

Am héaufigsten treten in den Anwendungen (auf Randwertaufgaben) die Raume
S(A,3,2) (kubische Splines) und S(A,3,1) (kubische Hermite Splines) auf.

Daneben untersucht man fiir spezielle Aufgabenstellungen, bei denen Pole oder ver-
schiedenes Wachstum in verschiedenen Teilen des Intervalls erwartet wird (Grenz-

schichtprobleme), nichtlineare Splines (rationale oder exponentielle Splines).

Wir behandeln nur S(A, 3,2) und S(A, 3,1), sowie zur Motivation S(A, 1,0).
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Abbildung 2.3: Stiickweise lineare Interpolation
2.3.1 Stiickweise lineare Funktionen

Essei A : a=x9 <z <...<ux, =Dbeine gegebene Zerlegung des Intervalls [a, b]
und

S(A,1,0) = {s € Cla,b] : s

i) €11 ,0=1,... ,n}

die Menge der stiickweise linearen Funktionen auf [a, b] zu dieser Zerlegung.

Fiir gegebene Interpolationsdaten o, ..., y, € IR gibt es offenbar genau einen inter-
polierenden Spline s € S(A,1,0) mit s(x;) = y;, @ = 0,...,n, und dieses s erhilt
man, indem man in jedem Teilintervall [x; 1, ;] die Daten (x;_1,v;—1) und (x;,y;)
nach Abschnitt 2.2 durch eine lineare Funktion interpoliert.

Man erhélt in den Teilintervallen

s(z) = ﬁ (Wil —zim1) +yica(zi — ), T € 1521, 73] (2.29)

Gilt y; = f(x;) fiir eine Funktion f € C?[a,b], so erhalten wir aus Satz 2.21. sofort

fir = € [x;_1,2;] den Fehler

£(z) = s(a) = 3z — 1)z — 2" (&), & € [,
und daher
1) = s()] < 5o — 221 (E).

Mit |A] = max (x; — x;-1) folgt

|~

1 "
1 = slloe < GIAP I luo- (2.30)
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Ist also A,, irgendeine Zerlegungsfolge von [a, b] mit
lim |A,| =0

und f € C?a,b], so konvergiert die zugehérige Folge der interpolierenden Spli-
nes s, € S(A,,1,0) gleichméBig gegen f, und die Konvergenzgeschwindigkeit wird
durch (2.30) beschrieben.

Fiir f € C°a,b] erhilt man fiir z € [z;,_1, ;] aus (2.29)

1

Xy — Tj—1

() = s(x)|

(= zio0) (@) = f(22) + (@ — 2) (@) = f(zim0))|

(= m)lf@) = @)+ (= 2)|f @) = fl)])
< max (|f(2) = fa)]. 1 (@) ~ flaim)]),

IN

und daher folgt
I1f = sl < w(£51A]),
wobei
w(f.h) c=sup{[f(x) = )| : z.y € [a,8], |[v —y| < h}

den Stetigkeitsmodul von f zur Schrittweite h bezeichnet.

Ist A, eine Zerlegungsfolge von [a, b] mit lim,,_,», |A,| = 0, so konvergieren auch fiir

nur stetiges f die interpolierenden linearen Splines gleichméflig gegen f.

Ahnlich wie bei der Lagrangeschen Interpolation kénnen wir s darstellen als
= Zfl¢l(x>7 YIS [Cl,b]
=0

mit den Basisfunktionen

(v —2i1) /(i —2i1) , T € [mi1, 7]
¢1<I> = (xi—i-l )/('xH-l ) , T E [Ihxi-&-l] ’ 1= 0’ - Ny
0 o T [T, T

wobei x_1 < a und x,,.1 > b beliebig gew&hlt sind.

Die angegebenen ¢; heiflen Dachfunktionen (engl.: hat functions). Sie besitzen
einen lokalen Trager [x;_1,2;41]. Will man also s an einer Stelle z € (x;_1, ;)
auswerten, so hat man wegen ¢;(x) = 0 fiir j & {i,7 — 1} nur ¢;(z) und ¢;_;(z) zu
berechnen (anders als bei den ¢;(x) in Satz 2.4.).
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X
*o 1 X3 X3 X, Xg X

Abbildung 2.4: Dachfunktionen

2.3.2 Kubische Hermite Splines

Nach den Voriiberlegungen im letzten Unterabschnitt ist klar, wie man die Interpo-
lationsaufgabe fiir kubische Hermite Splines zu stellen hat und welche Konvergen-

zeigenschaften man erwarten kann.

Es seien o, ..., Yn, Y5, - - -, ¥, € IR gegeben. Man bestimme s € S(A,3,1) so, dass

die Interpolationsbedingungen
s(z)=wi, s () =19, i=0,...,n, (2.31)
erfiillt sind.

Dieses Problem konnen wir wie im letzten Unterabschnitt intervallweise behan-
deln. In jedem Teilintervall [z;_1, x;] 16sen wir die Hermitesche Interpolationsaufgabe
(2.23) mit einem kubischen Polynom und den beiden Knoten x; ; und x;. Die aus
diesen Interpolierenden zusammengesetzte Funktion s ist dann sicher in S(A,3,1)

und erfiillt alle Interpolationsbedingungen.
Die Approximationseigenschaften ergeben sich aus Satz 2.30.

Ist f € CYa,b], so gilt fiir z € [z;_1, x4

L (=2 (2 — 1) 1O, € € [,z

fla) = s(@) = 4

Durch Ausrechnen des Maximums erhalt man

£(2) = s@)] < g 36 (= w0)" D)
und daher .
IF = sl < oo A 17O (2.32)

384
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0.6 - *
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Abbildung 2.5: Kubische Hermite Splines (Basisfunktionen)

Wir erhalten also fiir f € C*[a, b] gleichméifiige Konvergenz fiir jede Zerlegungsfolge

A, mit |A,| — 0, die nun aber von der Ordnung 4 ist.

Auch zu den kubischen Hermite Splines existiert eine lokale Basis. Man rechnet

leicht nach, dass fiir i = 0,...,n (mit beliebig gewdhlten x_; < a und x, .1 > b),
(r —2i1)*Bry —wiy — 22) [ (s —2i1)% |, @ € [w_y, 7]
¢i(x) = (i1 = 2)*(Tip1 — 323+ 22) [ (w1 — 2:)* @ € [, Tig]
0 , T ¢ [%‘—1,1‘1‘“]
(= z0)*(x —2) [ (25 — @1)? , T E [T, T
Yi(z) = (= zip1)*(x — x5) [ (Tig1 — x;)? , T € [Ty, Tiga]
0 ;T iy, 4]

kubische Hermite Splines sind, die die speziellen Interpolationsbedingungen

¢i(z;) =0y . di(x;) =0 } .
1,7=0,...,n,
Vi(z;) =0, i) =0

erfiillen.

Der interpolierende kubische Hermite Spline ist daher gegeben durch

s(z) = Z (fuu() + flun()

2

Jedes ¢; und 1; hat den (lokalen) Tréger [z;_1, x;11], so dass man fiir die Berechnung
von s(z) fiir x € (x;_1, z;) nur die vier Funktionen ¢;_1(z), ¥;_1(z), ¢;(x) und 1;(x)

auszuwerten hat.
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2.3.3 Kubische Splines

Bei den kubischen Splines s € S(A, 3,2) sind die Verhéltnisse nicht ganz so einfach
wie in den Féllen S(A,3,1) und S(A, 1,0), da man die Interpolationsaufgabe nicht

in jedem Teilintervall getrennt ausfithren kann.

s € S(A,3,2) ist in jedem Teilintervall [z;_1,x;] ein Polynom dritten Grades, also
ist s durch 4n Parameter bestimmt. Durch die Forderung s € C?[a,b] werden in

jedem inneren Knoten z;, 7 =1,...,n — 1, drei Bedingungen gegeben:
sV (z; —0) = sY (z; +0), 7=0,1,2.

Daher besitzt ein kubischer Spline noch (wenigstens) n + 3 Freiheitsgrade, und wir

konnen nicht erwarten, dass s durch die n + 1 Interpolationsbedingungen

s(x;)) =y, 1=0,...,n,
festgelegt ist, sondern es miissen noch 2 “Randbedingungen” hinzugenommen wer-
den. Dies kann (je nach Aufgabenstellung) auf verschiedene Weise geschehen.

Satz 2.32. FEs sei A eine Zerlegung von [a,b], und es seien yo, ..., y, € IR gegeben.

Dann gibt es fiir jede der vier folgenden Randbedingungen genau einen interpolie-

renden kubischen Spline s € S(A, 3,2) mit

s(xj)=vy;, j7=0,...,n (2.33)

(i) s'(x0) = o, s'(Tn) = ¥, (v, v, € IR gegeben)
(ii) §'(xo) = ' (xn), §"(x0) = 5" (xn).
(i) " (x0) = () = 0.

(i) s"(x0) = yg, s"(xn) =yn (U5, yn € R gegeben)

Bemerkung 2.33. Wird die Interpolation mit kubischen Splines verwendet, um
eine Funktion f : [a,b] — IR zu approximieren, so wird man die Randbedingungen
(i) verwenden, wenn die Ableitung von f in den Randpunkten a und b des Intervalls
bekannt sind, die Randbedingung (i7), wenn die Funktion f periodisch mit der Pe-
riode b — a ist, und die Randbedingung (iv), wenn zusétzlich zu den Lagrangeschen
Interpolationsdaten am Rand des Intervalls die zweiten Ableitungen bekannt sind.

O
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Bemerkung 2.34. Erfiillt s € S(A, 3,2) die Randbedingung (ii7), so kann man s
auf {z : x <z} bzw. {z : © > x,} zweimal stetig differenzierbar als lineare Funktion
fortsetzen. Kubische Splines, die man auf diese Weise erhélt, heiflen natiirliche

Splines. O

Bemerkung 2.35. In de Boor [22] werden vier weitere Randbedingungen disku-
tiert, unter denen die Existenz und Eindeutigkeit des interpolierenden Splines gesi-
chert ist. Unter ihnen besonders wichtig ist die sog. not-a-knot Bedingung. Diese
wird verwendet, wenn nichts {iber das Verhalten der interpolierenden Funktion an
den Réndern des Intervalls (aufler den Funktionswerten) bekannt ist. Man wéhlt
dann als Knoten fiir den Spline die Punkte zg < 2o < 23 < ... < 3 < Tp_o < Tp,.
Ein Spline zu diesen n — 2 Intervallen hat n + 1 Freiheitsgrade und ist durch die

n + 1 Interpolationsbedingungen s(z;) = y;, j =0, ...,n eindeutig bestimmt. ]

Beweis: (von Satz 2.32.)
Der Beweis ist konstruktiv, er liefert also ein Verfahren zur Berechnung der jeweiligen

interpolierenden Splines.

Seil hji1 :=xj41 —xj, 5 =0,...,n— 1, und m; := s"(z;), j = 0,...,n, die zweite

Ableitung der gesuchten Splinefunktion an der Stelle ;.

Wir wollen zeigen, dass der Vektor m := (my, ..., m,)? fiir jede der vier Randbe-
dingungen eindeutige Losung eines linearen Gleichungssystems ist und dass man aus

den m; den Spline s(x) an jeder Stelle x € [a, b] leicht errechnen kann.

s ist in jedem Teilintervall [x;, z,41] ein kubisches Polynom. Also ist s” stiickweise
linear, und man kann s” mit Hilfe der m; so beschreiben (vgl. die Uberlegungen in
Abschnitt 2.3.1 fiir S(A,1,0)).

1
s"(z) = ™ (mj(zje1 — ) + mja(z — ;) @ € [25,241].
J
Durch Integration erhélt man fiir x € [z, 2,44], 7=0,...,n—1,
. _ 7r\2 )2
( ) J 2hj+1 Jj+1 2hj+1 J ( )
und ; ;
Tiy] — T T —x;
s(z) :ij +mj+1(6h7]) + oz — ;) + 55 (2.35)
Jj+1

641
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Die Integrationskonstanten «;; und 3; erhélt man aus den Interpolationsbedingungen

hi i
s(z;) = my=c=+ B =y
hi
s(vjp1) = mj+1]T + @ghj + 55 = Yi,

d.h, )
By =5 = my=6= 2.36
Y~ Y hin (2.36)

a; = — == (M1 —my).
hj-i-l 6

Setzt man «; und §; aus (2.36) in (2.35) ein, so erhdlt man die gewiinschte Darstel-

lung von s in Abhéngigkeit von den m;.

n — 1 Bestimmungsgleichungen fiir die m; erhélt man, indem man die Stetigkeit von

s" ausnutzt: Setzt man a; aus (2.36) in (2.34) ein, so erhélt man

. _ 2 )2
( ) J 2hj+1 Jj+1 2hj+1
T
b B B - my). 2 € [y (2.37)
J

Also liefert die Forderung s'(z; — 0) = s'(z; + 0)

Yji —Yj—1 hy h; Yit1 =Y P hjs1
F——— - —=my+ —myg = — m; — ———mjq
h; 37706 hj1 3 77 6 U
dh. firjg=1,....n—1
h; hj + hj hji1 Yirt =Y Y — Y1
O el N W L - WO _ _ 2.38
6 mj—1 + 3 m; + 6 mjt1 hj+1 h] ( )

Die restlichen beiden Bedingungen fiir die m; erhélt man aus den Randbedingungen

(1), (i), (4i7) oder (iv).
Fiir die natiirlichen Splines hat man in (2.37)

s"(a) =mo=0=m, = s"(b)
zu setzen, im Fall (iv) die inhomogenen Gleichungen

/! !
my =y, und m, =y,.

Im Fall () hat man wegen (2.37) das System (2.38) zu ergénzen durch

hy h Y1 — Yo /

3 Mo + o= hy Yos

hu b e (2.39)
6 n—1 3 n yn hn .
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Im Falle periodischer Randbedingungen gilt my = m,, und wegen s'(a) = s'(b)
erhalt man aus (2.37)
hy han hn 4 ha Y1 =Y  Yn = Yn1
—my —My_1 + = — .

6 6 3 o hl hn

(2.40)
In jedem Fall ergeben sich also die m; als Losung eines linearen Gleichungssystems
Ax =0, (2.41)

wobei fiir alle Zeilen der Matrix A gilt:
Jaii| > la] -
J#
Die Koeffizientenmatrix ist also strikt diagonaldominant. Nach dem Satz von Gersch-

gorin ist sie dann regulér, und daher ist das Gleichungssystem (2.41) fiir jede rechte

Seite b eindeutig 16sbar. |

Bemerkung 2.36. Eine andere Moglichkeit, den interpolierenden Spline s zu be-
rechnen, wird in de Boor [22] dargestellt. Es werden dort die Unbekannten 7; :=

s'(xj), 7 =0,...,n, eingefiihrt.

Fiir n := (o, ..., m,) € R"™ sei s(x) der kubische Hermite Spline, der definiert ist
durch s(z;) = y;, s'(z;) =n;, 7 =0,...,n, d.h. mit den Basisfunktionen ¢;(z) und
Yi(x) aus Abschnitt 2.3.2 gilt fir « € [x;_1, 2]

s(x) = yj—10j-1(x) + y;¢;(x) + njm1j—1(2) + 005 (x).
Es ist s € C'a, b], und die Forderung s”(z; —0) = s”(z;40), j = 1,...,n—1, liefert

das lineare Gleichungssystem

1 1 1 1 3 3
Enj—l +2{ -+ . n; + T (Yj+1 — ) + o] (Y5 — yj-1),

J J+1 7
j=1,...,n—1, das fiir die Randbedingungen (i) (Vorgabe der Ableitungen am

Rande) ergénzt wird um die Gleichungen
s'(w0) = Yo, §'(wn) = Y,
fiir die Randbedingungen (i7) (Periodizitdt) um
o = 8'(x0 +0) = s'(zn — 0) = 1y,

2<1+1) LS SO b3 )
hl hn Mo hITh hnnn—l - h% Y1 Yo h% Yn Yn-1),
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und fiir den natiirlichen Spline um

2 +1 _3( )2 +1 _3( )
h1770 hlnl_h% Y1 ?Jo,hnnn hnnn—l—h% Yn — Yn—-1) -

In jedem Fall erhdlt man (wie im Beweis von Satz 2.32.) ein lineares Gleichungssy-

stem mit diagonaldominanter Koeffizientenmatrix.

Beide Zugénge erfordern denselben Rechenaufwand. Wir haben den Zugang iiber
die zweiten Ableitungen gewéhlt, da wir diese Darstellung in dem folgenden Satz

bei der Herleitung der Fehlerabschétzung benétigen. O

Die Approximationseigenschaft der interpolierenden kubischen Splines wird beschrie-
ben durch

Satz 2.37. Sei f € C3[a,b] und sei s € S(A,3,2) der interpolierende Spline, der
eine der Randbedingungen (i) oder (ii) oder s"(a) = f"(a), s"(b) = f"(b) erfiillt.

9 9
Dann gilt mit den Konstanten Cy = 3 und C; = Cy = 1

[s¢) = O, < CIAP™ w(f", 1], »=0,1,2 (242)

wobel
w(g, h) :=sup{lg(z) —g(y)| : z,y € [a,0], |v —y[ < h}

den Stetigkeitsmodul von g bezeichnet.

Gentigt f" einer Lipschitzbedingung

[ (@) = f" W) < Llx —y|  fir alle 2,y € [a, D],

so gilt
1) — Ol < L-CA[, »=0,1,2 (2.43)

Beweis: Wir beweisen den Satz nur fiir die Randbedingung

s'(a) = f'(a), $'(b) = f'(b).
die anderen Randbedingungen erfordern nur eine leichte Modifikation des Beweises.

Wir bezeichnen wieder mit m; := s”(x;) die zweiten Ableitungen von s in den
Knoten. Dann gilt (vgl. (2.38) und (2.39))

— f'(zo), (2.44)
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hj i hj + thrlm + hj+1 L= f(xj+1) - f(xj> _ f(.’ll']) - f(xjfl). (245)

G g T g Mt T Iyt I,
hn hn n) n—
s+ iy = () - /() hj(m 23 (2.46)
Es seien z; :=m; — f"(z;), 7=0,...,n, und
pi= max 5]
j=0,...,
Das Maximum werde fiir £ € {0,...,n} angenommen, d.h. p = |z|.

Wir nehmen zunéchst an, dass k € {1,...,n — 1} gilt. Dann erhélt man aus (2.45)

h hi +h h
szk—l + i 3 i 2k + k6+1 Zk+1 = Ck (247)
mit
x — f(x k) — flg— hi .,
Ck - f( k+1> f( k)_f( k) f<k1)__kf<xk—l)
P11 hi, 6
h +h n h 1!
— R ) — 2L (). (2.48)

3 6
Nach dem Taylorschen Satz gilt mit &, & € (zk, Tpi1)

1 1 2 " 1 2 "
e () = £ = S (@) = G f ()

= hk1+1 <f(517k) + hk—i—lf’(xk) + % hi+1f“($k) + % hz+1f///(€l)
A %hiﬂfﬁ(xk) - lhiﬂf”(xkﬂ))

6
+ f’”(&))

(@) = " (vg1)

P

6

= )+ (6~ (&)

= f/(xk) + 1 hiﬂ (

und genauso mit &3,&4 € (1, xk)
o (Flan) = flan) = SBEF @0 = G HEf ()
= o)+ G I E) - 1))

Zusammen folgt
hi + hi
Gl < == w(f", |A]).
Aus (2.47) erhélt man

Iy + Py
6 p’

Iy + Iy 2] — Pt

4 >
; 2] >

h
G| > —g’“ |21 +
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und wegen hi + hi,, < (hy + hgy1)? gilt daher
p < (hi + hir) (" |A]) < 2]AJw(f7, [A]). (2.49)

Die duflere Ungleichung in (2.49) gilt auch fiir den Fall £ = 0 oder k = n, denn z.B.

folgt fiir p = |2o| aus (2.44) wie eben aus dem Satz von Taylor mit &, & € (g, 1)

G = %ZO n %Zl _ w — f'(z0) — %f”(ﬁo) - %f”(%)
= () - (@),
d.h.
o < M3,
und wegen

h
Col > Elp

gilt auch in diesem Fall (2.49).

Aus der Ungleichung (2.49) folgt fiir alle j =0,...,n
Imy = f"(2))] = |z;] < 2|Aw(f", |A]). (2.50)

Sei z € [x;_1,z;]. Dann gilt wegen der Linearitdt von s” in [z;_;, ;] mit Zwischen-

punkten o;,7; € (z;-1,2;)

s"(x) — f"(x)

- % (zj + f"(x5) = f(x)) + xjh_, & (zj-1 + f"(2-1) — (@)
_ 7 _h:jj—l Zj + xjh; - Zj-1+ ;= ‘,E)Z e (f"(o5) = f"(73)).

Zusammen mit (2.50) folgt also
/ " 1 / 9 /
|8 (@) = " (@)] < 20A]w (/" [A]) + Ao (7 [A]) = ZIAlw (7, A, (251)

und dies ist die behauptete Abschétzung (2.42) fiir den Fall v = 2.

Nach dem Satz von Rolle existieren auf Grund der Interpolationsbedingungen s(z;) =
f(z;), 7 =0,...,n, fir ¢ = 1,...,n Zahlen § € (x;_1,2;) mit s'(&,) = f'(&), und
zu jedem z € [a,b] gibt es ein derartiges & mit |z — &| < |A]. Daher folgt die
Abschétzung (2.42) fiir den Fall v =1 aus

T

S(@) = @) = (") = 7))t

&
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Da es schlieflich zu jedem x € [a, b] ein x; mit |z —z;| < 5 gilt, erhélt man (2.42)

fir v = 0 aus

s() = fla) = [ (5/(t) = £/(0) dt.

T

Ist f" Lipschitz stetig, so folgt offenbar (2.43) aus (2.42) i

Bemerkung 2.38. Der hier angegebene, sehr elementare Beweis geht auf
J.W. Schmidt (ZAMM 58 (1978)) zuriick. Die Konstanten C,, in den Abschétzun-
gen sind nicht optimal. Tatsiichlich gelten z.B. fiir f € C*[a,b] und die vollstéindige
Spline Interpolation s (Randbedingung (7)) die Abschétzungen (vgl. Hall & Meyer
(J.Appr.Theory 16 (1976))

5
If = sl 381

1
1=l < S5 1API D,

3
11" =5"lle < G IAPI Pl

IN

A,

und die hierin auftretenden Konstanten konnen nicht verbessert werden. O

Bemerkung 2.39. Satz 2.37. zeigt, dass Spline Interpolationen geeignet sind, um
Ableitungen von Funktionen, von denen nur diskrete Werte bekannt sind, zu appro-

ximieren. O

Auch der Raum der kubischen Splines S(A, 3, 2) besitzt eine lokale Basis.

Seien 3 < x_ 9 < -1 < aund b < x,11 < Tpio < Tpyg zusitzliche Knoten.

Dann iiberzeugt man sich leicht (aber mit Hilfe einer lingeren Rechnung), dass die

Funktionen

o ST o T < 0
(= zi2)} H (zj — Ti2) + (z Ti-1)} H (zj—xic1) , <@

() = jizl ﬁ;gi

K3 7

(@iro =)} [ I (wie —2j) + (@i =)L ) [ (@ —25) , 22>

j=i—2 i=i-2

J#itl

fir i = —1,...,n + 1, eine Basis von S(A,3,2) bilden. Dabei bezeichnet (z), die

Funktion
(2) rz fir >0
T)y =
* 0 fir z<0.
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Abbildung 2.6: B-Splines

Die Basisfunktionen ¢; heilen B-Splines. Abbildung 2.6 enthélt die Graphen einiger
B-Splines.

Jeder B-Spline ist auf 4 Teilintervallen nichttrivial. Man kann zeigen, dass es keine
Basis von S(A, 3,2) mit kleinerem Tréger gibt.
Man kann mit diesen ¢; den Ansatz
n+1
s(z) = ) i)

i=—1

machen, und zur Losung des Interpolationsproblems das lineare Gleichungssystem
s(z;) = y; + Randbedingungen

behandeln. Dieses besitzt dhnlich wie das fiir die M; wieder eine tridiagonale, dia-

gonaldominante Koeffizientenmatrix, ist also problemlos losbar.

Nicht benutzen sollte man jedoch fiir numerische Zwecke die folgende Basis von

S(A, 3,2), die bisweilen in Biichern angegeben ist:

2 3 3
Lz, z*, 2%, (x —a;), i=1,...,n—1,

wegen der schlechten Kondition des entstehenden linearen Gleichungssystems.

MATLAB stellt die Funktion yy=spline(x,y,xx) zur Verfiigung. Besitzen die Vek-
toren x und y gleiche Lénge, so wird der interpolierende kubische Spline mit not-a-
knot Randbedingungen bestimmt. Ist die Lange von y um 2 gréfler als die Léange n
von z, so werden die erste und letzte Komponente von y als Steigungen von s in z(1)

und z(n) gedeutet. Der Vektor yy enthélt in der j-ten Komponente yy(j) = s(zz(7)).
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Zusétzlich wird von MATLAB die Toolbox SPLINES angeboten. Hierin werden auch
andere Randbedingungen fiir S(A,p,p — 1), Glattung von Daten durch Ausgleich

und Tensorprodukte von Splines zur Darstellung von Fliachen angeboten.

2.4 Bezierkurven

Wir betrachten in diesem Abschnitt die Designaufgabe: Gegeben die “Idee von einer
Kurve” (z.B. 7a” fiir ein Textverarbeitungssystem). Bestimme (z.B. interaktiv an
einem Rechner) eine Realisierung « : [0,1] — IR™ (meistens n = 2 oder n = 3), die
leicht auswertbar ist und die durch Parameter festgelegt ist, die auf anschauliche

Weise die Gestalt der Kurve beeinflussen.

Eine erste Moglichkeit ist, m + 1 Punkte @’ = (24, ...,2%)" zu wihlen, die nachein-
ander durchlaufen werden, diesen Punkten “Zeiten” ¢; € [0, 1], t; < t;11, zZuzuordnen

und komponentenweise durch Polynome zu interpolieren.

Bestimme also p; € I, mit p;(¢;) =2, j=1,...,n, i=0,...,m, und wéhle als

)
70

Realisierung x(t) = (p1(t),...,pa(t)T, t € [0,1].

Diese Vorgehensweise hat zwei Nachteile:

1. Die Realisierung durch Interpolation ist sehr stark abhéngig von der Wahl der
t;.
Als Beispiel withlen wir n = 2, m = 2, 2 = (-=1,0)7, ! = (0,1)7, ? =
(1,0)7, ty = 0 und ¢ = 1. Die Skizze auf der linken Seite in Abbildung 2.7
zeigt die interpolierenden Kurven fiir £, = 0.5,0.6,0.7,0.8.

2. Die interpolierende Kurve héngt (fiir grofie m) sehr empfindlich von den Punk-
ten x’ ab.
Als Beispiel wihlen wir n = 2, m = 12, ' = <—1 + é, 1— (x§)2>T, t;, = il
i=0,...,12.
Die Skizze auf der rechten Seite von Abbildung 2.7 enthélt die interpolierende

Kurve zu diesen Daten und zu Daten mit einer relativen Stérung von 1%

Der folgende Ansatz wurde (unabhéngig) von de Casteljau (1959) und Bezier (1962)

entwickelt.
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Abbildung 2.7: Kurvendarstellung durch Polynominterpolation

Definition 2.40. Die Polynome

B™(t) = (7)#(1 —t)" tel0,1], i=0,...,m,

heifien die Bernstein Polynome vom Grade m.

Definition 2.41. FEs seien die Punkte ' € IR™, i = 0,...,m, gegeben. Dann heifst
F(t):=Y a'B"t) .
i=0

die Bezierkurve vom Grade m zu den Bezierpunkten (auch Kontrollpunkten)

l‘i

Das durch die ' bestimmte Polygon heifit das zu F' gehérende Bezierpolygon (oder
Kontrollpolygon).

Abbildung 2.8 enthilt die Bezierkurven vom Grade 5 mit den Kontrollpunkten x° =

(o)== (3)- 2= (5)- = = (o) == (4) wma e = (o) Onv- 2= (o)

fiir die nicht durchgezogene Kurve).

Der folgende Satz enthélt einige einfache Eigenschaften der Bernstein Polynome.
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Abbildung 2.8: Bezierkurve
Satz 2.42. FEs qilt
(i) B™(t) >0 fir allet € (0,1)
(i1) ZBm =1

(111) B™(t) hat eine i-fache Nullstelle in t = 0 und eine (m — i)-fache Nullstelle in
t=1,

(iv) Es gilt fir alle m und 1 =0,...,m
BIH(t) = (1= ) BI (1) + LB, 1), (2.52)
wobei B™ (t) = 0 gesetzt ist.

Beweis: Die Eigenschaften (¢) und (ii7) liest man unmittelbar aus der Darstellung

der Bernstein Polynome ab.

(1) folgt aus dem binomischen Satz, denn

(1v) gilt wegen

B;n—&-l (t) _ m+1> t)m+1 i

() (=) a0

(1= t)(7)H( —t)m ’+t({_’”‘1)ti—1(1—t)m—<i—1>
= (1=¢)B"(t) +tB% ().
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Bemerkung 2.43. Wegen (iii) sind die Bernstein Polynome linear unabhéngig,

denn aus .
¢(t) = Z;]aiBT(t) =0
folgt
010 = > B (0) =0 =0,
und daher

o(t) = f:oziBim(t) = 0.

Genauso erhélt man nun aus ¢'(t) = 0, dass oy = 0 gilt, und dann mit Hilfe der

weiteren Ableitungen as = a3 =... = aq,, = 0.

B i =0,...,m, bilden also eine Basis des Polynomraumes II,,. O

7 )

Bemerkung 2.44. Fiir die Bezierkurve F(t) gilt wegen (iii) F(0) = z° und
F(1) = ™. Der erste und letzte Kontrollpunkt liegen also auf der Kurve. Fiir

die {ibrigen Bezierpunkte gilt dies i.a. nicht. O

Bemerkung 2.45. Wegen (i) und (ii) ist F'(¢) fiir jedes ¢ eine Konvexkombination
der %, i = 0,...,m. Die Bezierkurve verliduft also ganz in der konvexen Hiille der

Bezierpunkte. a

Die Rekursionsformel (2.52) liefert eine einfache Methode zur Auswertung des Be-

zierpolynoms an einer festen Stelle, den Algorithmus von de Casteljau.

Satz 2.46. Seit € [0,1] fest.

Wir setzen i, :=x', i = 0,...,m, und berechnen

zi =1 —-tx " +izl, k=0,....m—1, i=k+1,...,m.

Beweis: Fiir m =1 gilt

xl = (1 —t)x) +txl = "By (1) + ' B (t) = F(1).
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Abbildung 2.9: Konstruktion nach Satz 2.46.

Ist m > 2 und die Behauptung fiir m — 1 schon bewiesen, so folgt
xy = (1—Hzn"+ iz
= 1—tZa:Bm1 Z Hpm(t
S 0+Z (@ =HBrtd) + 1B () + e

= Z:nle = F(t). i

Geometrisch entspricht der Algorithmus von de Casteljau der Konstruktion in Ab-
~ 1
bildung 2.9, die den Fall t = 3 enthalt.



Kapitel 3

Numerische Integration

b
In vielen Fillen ist es nicht moglich, ein gegebenes Integral [ f(z) dz in geschlossener

a
Form auszuwerten; z.B. ist fiir das in der Statistik hiufig auftretende Integral

F(z —/2 gt

1 T
== e

V2 Jo
keine elementare Stammfunktion angebbar. In diesem Fall ist man auf numerische
Verfahren zur Integration, sog. Quadraturverfahren, angewiesen. Wir wollen in die-
sem Abschnitt einige wichtige Verfahren zur ndherungsweisen Berechnung bestimm-

ter Integrale besprechen.

3.1 Konstruktion von Quadraturformeln

Wir betrachten das bestimmte Integral

/bf(a:) dx

mit einer gegebenen integrierbaren Funktion f : [a,b] — RR.

Mit der Variablentransformation x = a + t(b — a) erhélt man

/bf(f)dif:(b—a)/lf(a+t(b—a))dt,

so dass man sich ohne Beschrénkung der Allgemeinheit auf das Intervall [a, b] = [0, 1]

beschranken kann.
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Eine naheliegende Idee zur Konstruktion von Quadraturformeln ist, n + 1 verschie-
dene Knoten zg, x1, ..., x, € [0, 1] zu wihlen, das Interpolationspolynom p von f zu
diesen Knoten zu bestimmen und als Néherung fiir das Integral von f das Integral

iiber das Interpolationspolynom p zu wéhlen.

1

jf@Mw%/pmmx:QU)

0

Mit

Ci(z) = [[(z — ) ﬁ)(xj—xi), j=0,...,n,

i=0
i#j i#j

gilt nach der Lagrangeschen Interpolationsformel

Dabei héngen die Gewichte
1
aj = / li(z)dx
0

nur von den gewahlten Knoten zg,...,x, ab und sind unabhéngig vom aktuellen
Integranden f. Sie konnen also ein fiir alle mal berechnet werden und in Tafeln oder

Dateien bereitgestellt werden.

1
Beispiel 3.1. Fiir n =0 und 2o = 0.5 gilt {y(z) = 1 und apy = [ {o(z)dx = 1. Die
0

entstehende Quadraturformel

| f@)de ~ 7(05) = R()).

bzw. fiir das allgemeine Intervall

a+b

[ 1@)de = (- a)f(“27) = R(P),

heiffit Rechteckregel oder Mittelpunktregel. O
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Beispiel 3.2. Firn =1, 20 = 0 und z; = 1 ist fy(z) = 1 — 2 und 4 (x) = =.

Durch Integration erhilt man oy = a; = 0.5 und damit die Trapezregel

[ fayda ~ S(F(0) + (1) = T(f)

bzw. fiir das allgemeine Intervall

(GRS ORPHPI

/bf(x)dx% (b—a)

Beispiel 3.3. Firn = 2, 29 = 0, xy = 0.5 und 25 = 1 erhélt man wie in den
beiden vorhergehenden Beispielen die Simpson Regel (in der deutschsprachigen
Literatur auch Keplersche Fassregel )

jf(x)dx%

(f(0) +4£(0.5) + f(1)) = S(f)

[ NN

bzw.

[ 1@y~ P20 (@ ar S fe) = 8(). O

Beispiel 3.4. Firn=4und z; =a+j(b—a)/4, j =0,1,...,4, erhdlt man die
Milne Regel

/f

Es ist naheliegend (und dies ist auch die historisch &lteste Wahl), die Knoten &qui-

(7f(3c0)+32f(x1)+12f($2)+32f(x3)+7f(x4)) a

distant im Intervall [a,b] zu wéhlen. Berticksichtigt man dabei die Intervallenden,

wahlt man also

.%'j:(l+j'

so erhédlt man die abgeschlossenen Newton—Cotes Formeln

/f(a:)dx%zn:a()
0

J=0

bzw.
[ f@dz = b= a3 ol flat ') = ANC,(f).

a
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Tabelle 3.1: abgeschlossene Newton—Cotes Formeln
(n)

n a; Name

1y 1/2 1/2 Trapezregel

21 1/6 4/6 1/6 Simpson Regel
30 1/8 3/8 3/8 1/8 3/8 Regel
417/90 32/90 12/90 32/90 7/90 Milne Regel

Tabelle 3.2: offene Newton—Cotes Formeln
(n)
5

1

12 1/2

2/3  —1/3  2/3

11724 1/24  1/24  11/24

11/20 —14/20 26/20 —14/20 11/20

RN —o 3

Beriicksichtigt man die Intervallenden nicht, wéhlt man also

b—a

, J=0,...,n,
so erhalt man die offenen Newton—Cotes Formeln

1
<N g gl L
O/f(w)d$~j206j G

)

bzw.

/f@ﬁm%(h—@ﬁf@mfm+wf+n%i%y:0NCMﬁ.

Bemerkung 3.5. Die Mittelpunktregel ist die offene Newton—Cotes Regel fiir den
Fall n = 0. Die Trapezregel, die Simpson und die Milne Regel sind die abgeschlos-

senen Newton—Cotes Formeln fiir die Félle n =1, n =2 und n = 4. O

Tabelle 3.1 enthalt die wichtigsten abgeschlossenen Newton—-Cotes Formeln, Tabel-

le 3.2 die ersten offenen Newton—Cotes Formeln.

Bemerkung 3.6. Offene Formeln (d.h. solche Formeln, bei denen die Intervallen-
den keine Knoten sind,) verwendet man, wenn die Auswertung des Integranden an
den Randpunkten schwierig ist (z.B. der Grenzwert eines Quotienten, fiir den Zahler

und Nenner gegen 0 gehen, oder gar eine Singularitit von f am Rand vorliegt).
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Offene Newton-Cotes Formeln werden heute (mit Ausnahme der Mittelpunktregel)
kaum noch verwendet, da sie wesentlich schlechtere Fehlerordnungen haben als die
GauBl Formeln (vgl.Abschnitt 3.4), die ebenfalls offen sind. O

Die Gewichte der Newton—Cotes Formeln wachsen rasch an. Fiir die abgeschlossenen
Formeln treten fiir n > 8 wechselnde Vorzeichen auf (fiir die offenen Formeln sogar
schon fiir n > 2). Diese Formeln sind also anfillig fiir Rundungsfehler. Man benutzt
die Newton—Cotes Formeln daher nur fiir kleine n auf Teilintervallen von [a,b] und
summiert auf. Man erhélt dann die summierten Newton—Cotes Formeln oder
zusammengesetzten Newton—Cotes Formeln.

b—a

Beispiele hierfiir sind mit h := und z; := a+j-h,j =0,...,m, die summierte
m
Rechteckregel
b m
[ f@)dexhY f(a; = hj2) = Falf), (3.1)
a Jj=1
die summierte Trapezregel
/ 1 m=1 1
[ 1@ de=n (5 @)+ 3 f@) + 5 f0) = Tl f), (3:2)
a =1

und fiir m = 2k die summierte Simpson Regel (beachten Sie, dass die Simpson

Regel jeweils auf zwei benachbarte Teilintervalle der Gesamtlénge 2h angewandt

wird)

/f(x)dx ~s

a

(f(zo) + 4 f () + 2 f(w2) + 4 f(ws) + ... +4 flwznr) + flwan))

k

(Fl@) + 43 floa) +2 Z Flaw) + £B)) = Su(f).

i=1

2|2 o2

Abbildung 3.1 enthélt links eine graphische Darstellung der summierten Mittel-
punktregel und rechts der summierten Trapezregel. In Abbildung 3.2 ist die sum-

mierte Simpson Regel dargestellt.

In Abschnitt 2.2 haben wir gesehen, dass der Fehler des Interpolationspolynoms bei
dquidistanten Knoten am Rande des Intervalls stark wéachst und dass das Fehlerver-
halten wesentlich giinstiger ist, wenn man an den Chebyshev Knoten interpoliert.

Nimmt man die Endpunkte des Intervalls hinzu, und wéhlt man als Knoten

b b— '
xi:a—;— — 2aCOS(%7T), 1=0,1,...,n,
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Abbildung 3.2: Summierte Simpson Regel
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Tabelle 3.3: Clenshaw—Curtis Formeln
n 7
112 1/2
1/6 4/6 1/6
1/18 8/18 8/18 1/18
1/30 8/30 12/30 8/30 1/30

2
3
4

so erhalt man die Clenshaw—Curtis Formeln.

Die Gewichte der ersten Clenshaw—Curtis Formeln
CC.(f)=(b—a) Z J(n)f (z;)

enthalt Tabelle 3.3.

3.2 Fehler von Quadraturformeln

Wir untersuchen nun den Fehler von Quadraturformeln. Wir betrachten das Integral

:/1f(x)dx

und eine zugehorige Quadraturformel mit den Knoten xy,...,z, € [0,1] und den

Gewichten wy, ..., w, € IR
n

fiir das Referenzintervall [0, 1].

Definition 3.7. Die Quadraturformel Q(f) hat die Fehlerordnung m, wenn fiir
den Fehler

1
:O/f dm—sz

=0

qilt

(i) E(p) =0 fir alle Polynome p € 11,

(i1) E(p) # 0 fir ein p € I1,,.

Bemerkung 3.8. Wegen der Linearitdt des Fehlers ist klar, dass ) genau die
Fehlerordnung m hat, wenn E(z27) =0 fiir j =0,...,m — 1 und E(2™) # 0 gilt. O



52 KAPITEL 3. NUMERISCHE INTEGRATION

Bemerkung 3.9. Die Konstruktion liefert, dass die Newton-Cotes Formeln und

die Clenshaw—-Curtis Formeln mit n Knoten wenigstens die Fehlerordnung n + 1
haben.

Fiir die Trapezregel ist dies die genaue Fehlerordnung, denn

1 /1 B
2 =
0
Fiir die Simpson Regel gilt
1
. 1 5 1
3 4.1 _ i H=2 / 4. 1
S(z°) = 6(O+ + /:de S(z 247&0xd:c 5
so dass die Simpson Regel sogar die Ordnung 4 hat. O

Satz 3.10. FEs sei QQ eine Quadraturformel der Fehlerordnung m > 1. Dann gibt
es eine Funktion K : [0,1] — IR, so dass der Fehler von @ die Darstellung

— [ 1@)de = Q) = [ K@) f") (@) do (3.3)
fir alle f € C™[0,1] hat.

Definition 3.11. Die Funktion K in der Fehlerdarstellung (3.3) heifit der Peano
Kern der Quadraturformel Q).

Beweis: Nach dem Taylorschen Satz gilt

m—1 ¢(k)
fay=5 _1/f (@ — " dt = pl) + 1(a).

i K
und wegen p € II,,_; folgt mit der Funktion

ko th, falls t >0,
' 0, fallst <0,

_ (mil)! {jjf(m)(t) (z t)m—ldtdx—f;)wjf(m)(t) (i — )™ 1dt}
— (mil)!{/l/lﬂm)()( m=1 e dt éwi/lfm> )mldt}
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d.h. (3.3) mit dem Peano Kern

K(z) = % <E (1= 2)" = Y (o - I)T*). (3.4)

Beispiel 3.12. Fiir die Trapezregel gilt xo = 0, 1 = 1, wy = w; = 0.5, m = 2,
und daher

1 1 1
KT(x):5(1—x)2—§(1—x):—§x(1—x). O
Belsplel 3.13. Fiir die Simpson Regel gilt xo =0, x1 = 0.5, x5 = 1, wy = wy = %
wy, = 3 und m = 4, und daher
11 , 1 , 21
Ks(@) =g (;(1-2)' = c(1-2) =S (5 -2)i). O
Aus Satz 3.10. erhélt man die folgende Abschétzung fiir den Fehler
1
BN 1™l [ 1K @) de = e |17 (35)
0

In vielen Fallen wechselt der Peano Kern K(z) das Vorzeichen auf dem Intervall
[0, 1] nicht. Dann folgt aus (3.3) mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung mit
einem & € (0,1)

B(f) = 1"(©) [ K(@)do = e f(€) (3.6)

fiir eine Quadraturformel der Ordnung m.
Definition 3.14. ¢, heifit die Fehlerkonstante des Verfahrens Q).

12(1 —2) <0 fiir alle € [0,1]. Da T die

Fiir die Trapezregel gilt Kp(z) = —3;

Ordnung 2 hat, gilt

1
Er(f)=—=f"( /x (1—x d:r;*——f”(ﬁ)
0
und die Fehlerkonstante ist ¢y = 13
Eine elementare Rechnung zeigt, dass auch fiir die Simpson Regel

Ko(e)= 5 (J (-2 = £ (1= = 2 (5~ 2)2) <0
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fir alle z € [0, 1] gilt. Durch Integration von K von 0 bis 1 erhélt man fiir den Fehler

wegen m = 4

FO©)

Es(f)=— 5880

fir ein € € (0,1), d.h. die Fehlerkonstante ist ¢4 = ~3880"

Man kann die Fehlerkonstante der Simpson Regel und auch anderer Formeln ohne
Integration (sogar ohne Kenntnis) des Peano Kerns bestimmen. Ist bekannt, dass
der Peano Kern einer Formel der Ordnung m sein Vorzeichen in [0, 1] nicht wechselt,
der Fehler also eine Darstellung (3.6) hat, so hat man nur F(z™) zu berechnen.

m

Es ist ndmlich d—(xm) = m/! und daher
:L‘m

E(z™) =m!" cp,
und hieraus erhélt man c,,.

Im Fall der Simpson Regel ist
/ 1 1
4y _ 4 4 ) 4 4y _ Lt L o0
E(x)o/x dx—é((O) +4 (1/2)+1)f5 =
und daher gilt

1 1 1
“=1 "1m) = w0

Wir betrachten nun das Integral von f {iber ein Intervall der Linge h:

Mit der Variablentransformation x =: a + ht geht dieses iiber in

| f@yde=n [gwyat, g(t) = fla+nt) = f(),

das wir mit der Quadraturformel

behandeln, d.h.
Qlaatn () = h D wi fa + hay).

=0
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Fiir den Fehler gilt
a+h

E[a,aJrh](f) = / f(l‘) dx — Q[a,a+h](f)

— h(jg(t)dt—@(g)) = hE(g).

Besitzt der Fehler E(g) eine Darstellung (3.5), so folgt wegen

g _ d"f <dﬂf)m _ym f
dtm — dxm dxm

dt

< pmtl 5 (m)
’E[a,a+h}(f)’ = h Cm agrar}g«i(—s—h ’f (.fC)‘

Gilt eine Darstellung (3.6), so erhédlt man genauso

Epaarn(f) =h"" e f™ (), n€la,a+h]

95

(3.7)

(3.8)

Wir haben bereits erwéhnt, dass die Genauigkeit einer Néherung fiir ein Integral

nicht durch die Erh6hung der Ordnung der benutzten Quadraturformel verbessert

wird, sondern dass das Intervall [a,b] in n Teilintervalle der Lénge h zerlegt wird,

und dass in jedem Teilintervall eine Quadraturformel kleiner Ordnung verwendet

wird. Fiir die summierte Quadraturformel
Qn(f) = Quar(i-1) ha+in(f)
i=1

erhdlt man aus (3.7) (und genauso aus (3.8))

b a+ih

[ e - @un)| =]

a =1 ot (i—1)h

< Y Bt 1) hatin ()]
i=1

< Y amt g, max{|f"™(z)] ca+ (i—-1)h<x<a+ih}

i=1

< nh B G [ = R = a) G |1 F)

Z( / f(x) dx — Q[a+(i—1)h,a+ih]<f))

Man verliert also fiir die summierte Formel eine Potenz in h. Insbesondere erhilt

fiir die summierte Trapezregel den Fehler

b h2
[ f@de =T < 35 0-a)- 1
und fiir die summierte Simpson Regel
b n @
— < —a)- .
a/ f@)dz = Su(£)| < 5o (b—a) - [ £V

(3.9)
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3.3 Romberg Verfahren

In diesem Abschnitt werden wir eine asymptotische Entwicklung des Fehlers der

summierten Trapezregel

b—a

Tw(f) = Z <f(a) —1—232 f(zs) —I—f(b)) , b= — Tii= a+ih, (3.10)

herleiten. Hiermit werden wir durch Extrapolation zu besseren Quadraturformeln

gelangen.

Satz 3.15. (Euler Maclaurinsche Summenformel)
Sei g € C*2[0,n], n € IN und

Ti(g) = %g(o) + ”Z_l 9(j) + %g(n)

die summierte Trapezformel von g mit der Schrittweite 1. Dann gibt es Konstanten
Ci,...,C, € R und eine beschrdnkte Funktion ¢op,.o @ IR — IR, so dass

/ g(t)dt = Ty(g) — f: C; (9% (n) — g D(0)) + Rulg)  (3.11)
gilt mit
Fan(9) = [ (G2m12(t) = Gamsa(0))g >+ (1) dt . (3.12)

Beweis: Mit der periodischen Funktion
1
¢l(t) :t_éa 0§t<17 ¢l(t+1):¢l(t)7tem

erhélt man durch partielle Integration fiir j =1,...,n

J

[owar = e~ [ ety

und durch Summation

[otyde=Tio) ~ [ 6:(g(t)dt. (3.13)

0
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o7

Um das Integral der rechten Seite weiter durch partielle Integration umzuformen,

benétigen wir Funktionen ¢; : R — IR, j > 2, mit ¢ = ¢; 1.
¢ besitzt die Fourierreihe

or(t) ~ —2 i sinéf:l:;kt)'

k=1
Durch wiederholte gliedweise Integration erhélt man die Funktionen
cos(2mkt) i>1
(2mk)2 77—

, sin(2wkt) .
Goji(t) =2 (=1)"F k; @y 1 =0

o (1) :=2- (=1 Z

k=1

Nach dem Majorantenkriterium konvergieren die Reihen ¢; fiir j > 2 gleichméfig

in IR. Daher gilt ¢ = ¢; 1 fiir j > 3. Da die Fourierreihe von ¢, fiir jedes abge-

schlossene Intervall, das keine ganzzahligen Punkte enthilt, gleichméaBig gegen ¢,

konvergiert, gilt auch ¢4 (t) = ¢1(t) fiir alle t ¢ Z. Damit folgt aus (3.

[odt=Tite) = — [ty ()i

2m+1 n

= Y P o5 O]~ [ damin(t)g

Jj=2 0

und nochmalige partielle Integration liefert

/¢2m+1(75)9(2m+1) (t)dt = — /(¢2m+2(t) - ¢2m+2<0))9(2m+2) (t) dt.
0 0

Offensichtlich gilt

¢2j+1( ) = ¢2j+1( ) =0, j €N,
¢2j( ) ¢2g( ]HZ 5 Jj=1
i (

Daher folgt die Entwicklung (3.11) mit C; = ¢4;(0).

Bemerkung 3.16. Die Zahlen

Bj = (=1)*1(2))! ¢9;(0), j € IN,

13)
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heilen Bernoullische Zahlen. Mit ihnen lautet die Euler Maclaurin Entwicklung

(und dies ist die iibliche Darstellung)

Jattyat=1ita) = 3 0B (o700 - g70) + Rl

Als Folgerung erhalten wir die gewiinschte asymptotische Entwicklung des Fehlers

der summierten Trapezregel.

b—
Korollar 3.17. Ist f € C*™2[a,b] und h := a’ n € IN, so gilt
b m
Th(f) = [ F@)do+ 3 eh® + g () B2 (3.14)
a J=1

wobei |1y, +1(h)] < M mit einer von h unabhdngigen Konstante M gilt.

Beweis: Mit z = a + th und g(t) := f(a + th) gilt

/f(x) dr = h/g(t) dt wnd Tu(f) = hTi(g),

und daher folgt mit ¢\ (t) = b’/ f)(a + th) aus Satz 3.15.

b

T,() = [ Fl)dr+ 32 €5 (FO00) — F5 (@) 1~ hR(a),

a Jj=1

wobei

n

hR,(g9) = h/(¢2m+2(t) — Gam42(0)) g (t) dt

= h2m+2/b (¢2m+2 (I ; a> - ¢2m+2(0)> f(2m+2) (z) dx

gilt. Da ¢o,, 12 (als stetige und 1-periodische Funktion) beschréinkt ist, ist auch

Tr —a

Ums1(h) = —/b (¢2m+2 < n ) - ¢2m+2<0)) f(QmH)(x) dx

beschrankt. |

Bemerkung 3.18. Ist f : IR — IR periodisch mit der Periode T', so ist es bei der
T T a+T

Berechnung von [ f(x)dx wegen [ f(z)dx = [ f(z)dz fir alle @ € IR nicht sinn-
0 0 a

voll, gewisse Stiitzstellen stérker zu gewichten als andere (wie dies bei der Simpson
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Regel und den noch zu besprechenden Gaufischen Quadraturformeln der Fall ist).

Dies legt die Verwendung der Trapezregel nahe, die hier die Gestalt hat

Ty(f) = h& fGih), h= % (3.15)

Aus (3.11) und (3.14) entnimmt man in diesem Fall fiir f € C*"*%(IR)

Tu(f) = [ f@) do| = [ () B2,

und wegen Korollar 3.17. gilt [¢,,.1| < M. Fiir die summierte Trapezregel geht der

Fehler in diesem Fall also sogar wie h?™*2 gegen 0. O

Wir verwenden nun Korollar 3.17.;, um durch Extrapolation zu sehr rasch konver-
genten Integrationsmethoden zu gelangen. Vernachlissigt man bei der Entwicklung

von T, (f) in (3.14) das Restglied, so lisst sich Tj,( f) als ein Polynom in h? auffassen,
b
das fiir h = 0 den Wert ¢y := [ f(z) dz liefert. Dies legt das folgende Verfahren zur

Bestimmung von ¢y nahe.

Bestimme zu verschiedenen Schrittweiten hg, ..., h, > 0 die zugehorigen Trapez-
summen T}, (f), j = 0,...,m. Dann gibt es ein eindeutiges Polynom p € II,, (in

dem Argument h?) mit
p(h2) =T (f). j=0,....m.

b
p(0) dient als verbesserte Néherung von [ f(z) dz.

Da nicht p als Funktion von h? gesucht ist, sondern nur der Wert p(0), bietet sich
der Algorithmus von Neville und Aitken fiir diese Aufgabe an.

Sei ho == b—a, hj := ho/nj, nj < njy1, j = 1,...,m, und Tj; := T), (f) die

Trapezsumme zur Schrittweite h;.

Ferner sei p;;(h) fir 0 < i < j < m dasjenige Polynom vom Grade j — i in h?, fiir
das gilt

Dann gilt fiir die extrapolierten Werte T;; := p;;(0) nach dem Algorithmus von
Neville und Aitken

Tivrj —Tij

Tij = Tit1; + 0<i1<jy<m. (3.16)
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Dieses Verfahren wurde erstmals von Romberg [90] 1955 vorgeschlagen fiir die spe-

ziellen Schrittweiten h; = (b — a) - 27*. Es vereinfacht sich dann zu

VT — T
v 4i—i — 1

b
Man erhélt das folgende Schema von N#herungswerten fir [ f(x)dx

TOO

In der ersten Spalte stehen die Ndherungen nach der zusammengesetzten Trapezre-
gel. Man rechnet leicht nach, dass in der zweiten bzw. dritten Spalte die Ndherungen
nach der zusammengesetzten Simpson Regel bzw. Milne Regel stehen. Die vierte

Spalte entspricht keiner zusammengesetzten Newton—Cotes Formel.

Bei der praktischen Durchfiihrung beachte man, dass bei der Berechnung von 7541 ;41
auf die schon bei T}; berechneten Funktionswerte zuriickgegriffen werden kann. Es

gilt

h, 2n;—1 h
Tivrir1 = Thypo(f) = 1 ( +22f<a+] >+f( ))

hi n;—1 2]_1
= Z(f +2Zfa—i—jh)+f )—i— Zf(a—l— 5 h)

7j=1

1 T 27 —1
2 = 2

Nachteil der Romberg-Folge h; = hg-27" ist, dass die Zahl der Funktionsauswertun-

gen zur Bestimmung von Tj; exponentiell steigt.

Von Bulirsch [14] (1964) wurde daher eine andere Folge vorgeschlagen, die Bulirsch

Folge
) 1 .
hoi—1 = 2 hy,  ho; = 52"+1h0, i € IN.

Die Bulirsch Folge hat den Vorteil, dass man bei der Berechnung von T, (f) wieder

dhnlich wie bei der Romberg Folge den Wert T}, , verwenden kann.

1—2
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1

Beispiel 3.19. Die folgenden Tableaus enthalten die Fehler 7;; — [ f(z) dx fiir das
0

Beispiel

1
/ez sinbzx dr (= —0.05623058659667)
0

Romberg (33 Funktionsauswertungen)

1 —-12FE0
n 2.8FE —1
L _10E-1 —1.2F — 2
: 6.3E — 3 11E —4
L _21F—2 —83E -5 —1.8E -7
1 32E -4 23E -7 44F —11
s —90E-3 -1.1E -6 —1.4FE —10
1 19FE -5 7.6E —10
£ —12E-3 ~1.6E — 8
1 1.2E -6
L —31E—4
Bulirsch (20 Funktionsauswertungen)
1 —1.2F 0
1 2.8F —1
5 —LOE-1 —22E -2
1 1.2F -1 7T8FE —4
1 _39E -2 —6.3F — 4 —9.5E—6
| 25E -3 1.2E -5 3.2E -8
7 —21E-2 —5.9E -5 —12E -7 1.8E —10
1 5.7TE —14 6.7TE -7 4.0F — 10
1 _89F -3 —77E 6 —2.9E 9
0 L4E — 4 3.9E — 8
1 _50E-3 —82E 7
1 34E -5
L —22E-3

O

b
Im Folgenden soll fiir den Fehler T,,,, — [ f(x) dz eine Abschitzung hergeleitet wer-
den. Sei T,,(h) := p(h?). Dann gilt nach der Lagrangeschen Interpolationsformel

i=0 j=0"% J
J#i
Wegen
) m ) m h2_h2
p(h?) :Zp(hi) H hQ—h;
i=0 j=0"% J
J#i

fiir alle Polynome in h? vom Héchstgrad m erhélt man speziell fiir p(h?) = h?,
k=20,...,m, an der Stelle h =0

1 fir k=0

. i i

=0 0 fir k=1,...,m.
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Fiir p(h?) = h?™+2 gilt

h2m+2 h2m+2 ' h2 h2 e h2 h2
O | e+ 1L (22 = 0)
=0 j=0"" 7=0
J#i

denn auf beiden Seiten stehen Polynome vom Grade m + 1 (im Argument h?), die

in h;, i =0,...,m, iibereinstimmen und deren Koeffizient bei h?"*2 gleich 1 ist.

Fiir h = 0 folgt

Db 2 = (=1)" TL b5
i=0 §=0
Nun gilt
sowie

= Z cih® + h2m+2¢m+1(h)

mit cg = ff( )dzr und

Ymi1(h) = — /b {¢>2m+2 (x ; a> - ¢2m+2(0)} M2 (1) da

a

Wegen (3.17) und (3.19) folgt

Tmm dmz (Z Ckh?k + h?m+2wm+1(hi>>
k=0

Cr Z h?kdmz + Z dmzh$m+2wm+1(hl)

=0 i=0

Ms »;Ms

[e=]

b
f(@)da+ [ fE2) @)K (x) d

I
Se— o T

mit dem Kern

r—a

K(z) = —idmh?m“ (¢2m+2 ( P ) — ¢2m+2(0))

(3.18)

(3.19)

Da K(x) fiir die Romberg-Folge und fiir die Bulirsch Folge konstantes Vorzeichen

auf [a, b] besitzt, liefert der Mittelwertsatz der Integralrechnung, dass es ein £ € [a, b]

gibt mit

(3.20)
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Es ist

| (02mi2 (51) = bameal®))

(b—a)/h;

= GO @) b [ Gamat)dl =

(-1

73771 b_ 9
om+ 2o —a)

und aus (3.20) erhélt man unter Benutzung von (3.18)

b b

m T —a
T — /f(x) dr — _f(2m+2) (€) Z dmih?m+2 / (¢2m+2 ( - ) — ¢2m+2(0)> dx
a 1=0 p i
= (b— a)BLllf(Qer?) (€) ﬁ h2
(2m +2)! 0
Interpoliert man 7},( f) an den Stellen h;_j, h;—g 11, - . . , hi, so erhilt man auf dieselbe
Weise
b B k
Ty — [ f(a)da = (b= a) o Ebm FOR () T w2 (3.21)
J (2k + 2)! ].1;[0 J

Hieraus liest man unmittelbar die Konvergenzordnungen der Spalten des Extrapo-

lationsschemas ab:

b k
T, — /f(x) de —0 wie []h7;
a 7=0

3.4 Quadraturformeln von Gauf}

Wir haben bisher in Abschnitt 3.1 die Knoten der Quadraturformeln (dquidistant
oder als Nullstellen der Chebyshev Polynome) vorgegeben. Die Fehlerordnung war
dann (wenigstens) gleich der Anzahl der Knoten (im Falle der Simpson Regel bei 3
Knoten 4). Wir fragen nun, wie weit wir durch Wahl der Knoten und der Gewichte

die Fehlerordnung erhthen kénnen.

Beispiel 3.20. Wir betrachten die Quadraturformel G1(f) := w; f(z1) mit einem
1

Knoten x; fiir das Integral /f(as) dx und bestimmen x; € [0,1] und w; € R so,

0
dass Polynome méglichst hohen Grades exakt integriert werden:

[2%de =1 =w, 2% = w, = w =1,

N

[2tde=05=w 2l =2, = x,=0.5.
0
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Durch diese beiden Gleichungen ist also die Quadraturformel

Gl(f) = f(0~5)
bereits festgelegt. Man erhélt die Mittelpunktregel. Wegen
1
/$2d$: % #1-(0.5)
0
hat sie die Fehlerordnung 2. O

Beispiel 3.21. Fiir die Quadraturformel

Go(f) = wif(w1) + waf(w2)

mit zwei Knoten z1, x5 € [0, 1] erhdlt man die Bestimmungsgleichungen

1
/ 2dr = 1=w; +wy
0

1

1 1

/ r dr = 5= W1 T1 + WaZs
0

/ 1
/ vidr = 3= W] + Wwar
0

/ 1
/ dr = 1= Wy} + Wworh
0

mit der (bis auf Vertauschung von z; und z5) eindeutigen Losung

SRS SRS RO Y
U)l—w2—2,x1—2 \/§7x2_2 \/g

Wegen

1 7
O/x4dx:g7éw1x‘f+w2x§:%

hat die gefundene Formel G4 die Fehlerordnung 4. O

Prinzipiell kann man so fortfahren und Quadraturformeln immer hoherer Ordnung
konstruieren. Man erhélt dann nichtlineare Gleichungssysteme, die immer uniiber-

sichtlicher werden. Wir gehen einen anderen Weg.

In Verallgemeinerung unserer bisherigen Uberlegungen betrachten wir gleich

1) = [w() f(w)da
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mit einer positiven Gewichtsfunktion w € C|a, b].

Wir werden zeigen, dass es zu jedem n € IN und jeder positiven Gewichtsfunktion
w € Cla,b] eindeutig bestimmte Gewichte w; > 0 und Knoten z; € (a,b), i =

1,...,n, gibt, so dass die Quadraturformel
Gu(f) =D wif (x:) (3.22)
i=1

die Fehlerordnung 2n besitzt (also fiir alle Polynome vom Héchstgrad 2n — 1 exakt
ist, nicht aber fiir 2") und dass durch keine Wahl von Knoten und Gewichten eine

hohere Fehlerordnung erreichbar ist.

Dass mit n Knoten nicht die Fehlerordnung 2n + 1 erreicht werden kann, sieht man

so ein. Besitzt (3.22) die Fehlerordnung 2n + 1, so wird insbesondere das Polynom
p(z) =[] (z — 2;)* € Iy,
j=1

exakt integriert. Wegen p > 0 und p # 0 gilt aber

b
/w(x)p(x) dr >0, wahrend Gp(p) =0 ist.

a

Wir fragen nun nach einer notwendigen Bedingung dafiir, dass die Quadraturformel

(3.22) die Ordnung 2n besitzt. Wir bezeichnen mit p,, € II,, das Polynom
pa(z) =[] (z — z;).
j=1

Ist p € IIy,—1 beliebig, so gibt es Polynome ¢, r € II,,_; mit p(x) = p,(z)q(z) +r(z),
und aus der Exaktheit von (3.22) fiir p folgt
b n

[ w@p@)de = [w@)pa@)a@) +r@)de = 30 wilpale)ala) + ()

= 3 wyr(a) = [ w(ar(e)dn,
d.h.
b
/w(:v)pn(a:)q(.r) dz = 0.

Durchléauft p die Menge Ils,_1, so durchlduft ¢ in der obigen Zerlegung von p die
Menge aller Polynome II,,_; vom Hochstgrad n — 1. Notwendig fiir die Exaktheit
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der Quadraturformel G,, aus (3.22) ist also, dass p, orthogonal zu II,,_; bzgl. des

inneren Produktes
b

(£.90, = [w@)f@g@)dz . f.g€Clab]

a
ist. Um Quadraturformeln maximaler Ordnung zu bestimmen untersuchen wir daher

orthogonale Polynome bzgl. des inneren Produktes (-, ), und ihre Nullstellen.

Wir bezeichnen mit
— . j_l .
I :=<pell; : pz) =2’ + > a;z’
=0
die Menge der normierten Polynome.

Lemma 3.22. FEs qibt eindeutig bestimmte Polynome p; € f[j, j € INg, mit
(pj>Pr),, =0 fiir j # k.

Beweis: (durch Orthogonalisierung nach E. Schmidt)

po € Iy ist durch die Normierungsbedingung eindeutig bestimmt als py = 1.

Es seien po, ..., p;, i > 0 bereits bestimmt, und es sei ¢4y € II;;. Dann existieren

eindeutige ag, ..., a; € IR mit

Gira(z) = 21+ ap;(x),
7=0

denn po, ..., p; sind linear unabhéngig und spannen II; auf.

Es folgt

(Gis1,06) = (& pr)y + i%%’(ﬁj;pww
=
= (@ k) + k(PR Pk)ys K =0,...1.
Wegen b
(P> Pk) oy = /w(x)pz(x) dr > 0
gilt also (g;11, pr) = 0 genau dann, we(;n gilt

41
<x ’pk>w i

A = — .
<pk,pk:>w

Da pg, ..., p; den Raum II; aufspannen, folgt sofort



3.4. QUADRATURFORMELN VON GAUSS 67

Korollar 3.23. Fiir alle i € IN steht p; senkrecht auf dem Raum 11;_q, d.h.

(pisp), =0 fiir alle p € II;_;.

Lemma 3.24. Fiir jedes n € IN besitzt p, n reelle, einfache Nullstellen, die alle in
(a,b) liegen.

Beweis: Es seien x1, ..., 2, € (a,b) die Stellen, in denen p,, sein Vorzeichen wech-

selt. Die z; sind dann insbesondere Nullstellen von p,, und wegen

b

/w(:p)pn(x) drx =0

a

gibt es ein x; mit dieser Eigenschaft.

Wir zeigen, dass k = n ist. Da p, hochstens n Nullstellen besitzt, sind die z; dann

einfache (und die einzigen) Nullstellen von p,.

Sicher ist £ < n. Ist k < n, so gilt fiir
k
q(z) =[] (x — a;) € 11,
j=1

wegen Korollar 3.23. (p,, q),, = 0. Andererseits hat aber p, - ¢ konstantes Vorzeichen
in (a,b) und ist nicht identisch 0. Also gilt (p,, q), # 0. 1

Lemma 3.25. Seien t; € IR, ¢« = 1,...,n, mit t; # t; fir i # j. Dann ist die
Matrix

requldr.

Beweis: Ist A singulir, so existiert ¢ € IR™\ {0} mit ¢’ A = 0. Also besitzt das

Polynom
n—1

q(z) = epi(z) € I,y

i=0
n Nullstellen t;,...,t,. Daher gilt ¢(z) = 0, und die lineare Unabhéngigkeit von
Doy - - -y Pn_1 liefert den Widerspruch ¢o =c¢; =... =¢,_1 = 0. i

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir nun den Hauptsatz beweisen.
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Satz 3.26. (i) Seien a < z1 < ... < x, < b die Nullstellen von p, und w =

(wy,...,w,) T die Losung des linearen Gleichungssystems
> pi () w; = 8i0{(Po; Po) - (3.23)
j=1
Dann gilt w; >0 firi=1,...,n und
b n
/w(x)p(x) de =Y wp(z;) fir alle p € Is,_;. (3.24)
5 i=1

(ii) Es gibt keine Knoten z; € (a,b) und Gewichte w; € R, i = 1,...,n, so dass
(53.24) fiir alle p € Ty, gilt.

(111) Gilt (3.24) fir gewisse Gewichte w; € R und Knoten x; € [a,b], 11 < x5 <
.. < xy, so sind die x; die Nullstellen von p,, und w = (ws,...,w,) list das
Gleichungssystem (3.23).

Beweis: (i): Nach Lemma 3.24. besitzt p, n einfache Nullstellen z; < ... < x, €
(a,b), und nach Lemma 3.25. ist die Koeffizientenmatrix von (3.23) regulir. (3.23)

besitzt also genau eine Losung w = (wy, ..., w,)7T.

Es sei p € Il,,_1. Dann kann man p,, schreiben als
p(x) = pa(x)q(x) +r(x), mit g, r € I,y
Mit geeigneten oy € IR gilt 1
r(z) = :z:oakpk(x).

Hiermit ist
b

/bw(x)p(x) dex = /w(x)pn(x)q(x) dx—i—/bw(x)r(a:) dx

a

=0
= <T7p0>w = 040(]70,]70>w-

Andererseits ist p, (z;) =0 fir j =1,...,n, und
sz () wj = di0{Po; Po) -
j=1

Daher gilt

ilepm) = S wgpa(m) () + 3 wyr (z)

: j=

<
Il
—

i
L

Q; w;p; (z;) = %(Po,PoM )
=1

Il

n—1
w; > aip; (2;) =
=0

o

<
Il

-
-
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d.h. (3.24) ist erfiillt.

Setzt man speziell

ﬁl<1}) = H (l'—.Tj)Q € Hgn,Q, 1= 1,...,71,,

oL S
J

=

in (3.24) ein, so erhélt man

0< /w(z)@(iﬁ) dr = ilepi (7;) = wipi (:) ,

a

d.h. w; > 0.
(ii) haben wir uns schon iiberlegt.

(iii) Es seien die Gewichte w; und die Knoten z;, 1 = 1,... ,nmit 7 <z, < ... <7,
so beschaffen, dass (3.24) fiir alle p € Iy, gilt. Dann sind wegen (ii) die Z; von

einander verschieden.

Fir p=pi, Kk =0,...,n — 1, erhélt man

3w (5) = [ w@)e) e = (b = Gl

a

d.h. die w; erfiillen (3.23) mit z; an Stelle von x;.

Einsetzen von p(x) := p,(x)pr(x), k= 0,...,n — 1 in (3.24) liefert

n b
> wipa (@) pu (@) = [w@pa(e)pe(@) do = (pupi), = 0. k=0....on -1

=1

dh. ¢ = (wipn(Z1), - ., Wapn(T,))T erfiillt das zu (3.23) gehorige homogene Glei-
chungssystem. Wegen Lemma 3.25. folgt

Wie in (7) erhédlt man durch Einsetzen von
pi= 1] (@ -1
j=1

in (3.24) w; > 0, und daher folgt p, (z;) = 0. i

Wir betrachten nun den wichtigen Spezialfall w(z) = 1 und ohne Beschriankung der
Allgemeinheit [a,b] = [—1,1].
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Satz 3.27. Die orthogonalen Polynome py, k € Ny, zu w(z) = 1 und [a,b] =
[—1,1] sind gegeben durch

ko d* 5 k
pr(T) = k) 4 ((:c - 1) ) . (3.25)

Bis auf einen Normierungsfaktor, sind die py die Legendre Polynome.

Beweis: Es geniigt, p € I, und (py, p),, = 0 fiir alle p € II;_; zu zeigen.

Es ist (2% — 1)"C = 2?* + ¢, q € Iy,_;. Daher folgt

(zk—k!)!j_; ((Iz_l)k) — <2k—]{§)!<2k(2k—1)...(k+1)xk+dd—;9>

_ gy M4
- (2k)! dat
k!l dF ) _
und wegen 2h)1 Tk q € I gilt pi € I1,.

(22 — 1)" besitzt in z = +1 eine k—fache Nullstelle. Es ist also

d(i" {<‘”2 N 1)k}

=0 fir0<i<H£k,
r=%1

und daher gilt

/lp(:l:)j; ((xz - 1)k) dx
— lp(x)% <<x2 — 1)k>1_ — /llp’(x)m ((x2 — 1)k> dx

1

= ... = (=1 /p(k)(x) (x2 - 1)k de =0 firalle p € IT_;.

-1

Wir geben einige Gewichte und Knoten fiir den Spezialfall aus Satz 3.27. an.

W; X

w; = 2 1 =0

1
ZL'QZ—.Tl:%

w N =3
=

|

S

[\

I

[S—y

Wy = 5 Tz = —&1 = %,%2:0
Weitere Werte findet man in Abramowitz und Stegun [1], pp. 916 ff, und in Piessens
et al. [85], pp. 19 ff. Ferner wird in Schwarz [93], pp. 352 ff., eine stabile Methode

zur Bestimmung der Knoten z; und der Gewichte w; beschrieben.
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Tabelle 3.4: Beispiel 3.28.

n | G,—1
1 1.04e + 00
2| —-197e - 01
3 1.18¢ — 02
41 =3.04e — 04
5| 3.73e —06

Beispiel 3.28. Fiir das Integral
1
I = /ew sin(bx) dx
0
erhélt man mit den Gaufl Quadraturformeln G,, die Fehler der Tabelle 3.4. O

Bemerkung 3.29. Alle Uberlegungen bleiben richtig, wenn man nur fordert, dass
w auf dem endlichen oder unendlichen Intervall messbar und nichtnegativ ist und

dass alle Momente ,
U 2= /ka(x) dx

endlich sind und gy > 0. a

Satz 3.30. Fiir f € C*"[a,b] gilt

b n (2n)
Zwmv@wm—;;mf@nzfﬁé?@m%u

Beweis: Sei h € Il,,_; das Hermitesche Interpolationspolynom, das f und f’ an

den Knoten xy,...,x, interpoliert.

Dann gilt fiir den Fehler (vgl. Satz 2.30.)

[ (@)

rla) = Jx) ~ hia) = 5 )

(I_l‘i)zy n(x)el(xlv'-'axn7x)‘
1

=

Da die x; die Nullstellen von p,, sind und p,, € II,, gilt, folgt

FE ()

@) pi(z) .

r(z)

Aus der Regel von de I’'Hospital folgt, dass

FE (n(x)) =
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stetig auf [a, b] ist. Da weiter p?(z) > 0 gilt, liefert der Mittelwertsatz der Integral-
rechnung

b

(2n) b (2n)
[wt@rerde = Lo [opie i =15 ),

mit einem geeigneten £ € (a,b).

Wegen h € Iy, und h (z;) = f(x;), 1 =1,...,n, folgt schlieBlich aus Satz 3.26.

b

w(z) f(x)de — /w(x)h(x) dx

a

w(z) f(x)de — zn:lwih (x;)

Il
Q\c— g\@ Q\@

w(x) f(zr)de — Zi: wi f (z;) .

|
Bemerkung 3.31. Esist firw =1
b— a2+l (pl)
<pn7pn>w: ( ) : ( >27
2n+1  (2n)!
das Restglied hat also in diesem Fall die Gestalt
b
n bh— a)2n+1 (n|)4
[ $@de = 3w (ep) = 12 =y E s
a J=
Satz 3.32. FEs seien xﬁ"), 1=1,...,n die Nullstellen des n—ten orthogonalen Po-

lynoms zur Gewichtsfunktion w auf [a,b] und wi(n) die zugehorigen Gewichte der

Gaufischen Quadraturformel. Dann gilt

n b

Go(f) = ngn)f (xl(n)) — /w(:r;)f(x) dx  fiir alle f € Cla,].

a

Beweis: Nach dem Approximationssatz von Weierstrass gibt es zu € > 0 ein Po-

lynom p mit || f — pl|,, < e. Fiir gentigend grofies n € IN ist wegen Satz 3.26.

Gulp) = [ w(@)p(a) do
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und wegen der Positivitat der w§”> folgt

S

ST~
2
~

s
/N
TE
N—

3

z)dr || f —pll

\c-'

b
Zw§”)+/w dw) If = pll =

—

IN
= ~

Bei einigen Anwendungen, insbesondere der Diskretisierung von Anfangswertaufga-
ben oder von Integralgleichungen, ist es erforderlich, dass ein Randpunkt des In-
tegrationsintervalls oder beide Randpunkte Knoten der Quadraturformel sind. Wir

betrachten (gleich etwas allgemeiner) eine Quadraturformel

b m n
[ w@) i) dem Yo fly) + 3 wif (), (3.26)
a j=1 j=1
wobei die Knoten y1, . . . , ¥, gegeben sind und die Knoten 1, ..., z, und die Gewich-
te vy,...,v,, und wy,...,w, so zu bestimmen sind, dass Polynome von méglichst

hohem Grad exakt integriert werden. Da in dieser Formel 2n + m Parameter frei

sind, kann man hoffen, dass der erreichbare Polynomgrad 2n + m — 1 ist.

Wir bezeichnen mit r und s die Polynome

(z—y;) und s(z):=[[(z— ).
1 7j=1

r(z) =

—

J

Satz 3.33. Die Quadraturformel (3.26) ist genau dann exakt fir alle Polynome

vom Hochstgrad 2n +m — 1, wenn gilt:

(i) (3.26) ist exakt fiir alle Polynome vom Hdéchstgrad m +n — 1

(m)/ )p(z)dx =0 fir alle p € I1,,_;.
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Beweis: Die Notwendigkeit von (i) ist trivial.

Sei p € II,,_1. Dann gilt g :=7r-s-p € Iy, 1,1, und daher

J=1 J=1

[ w@alx) de = 3 vatu) + Y wale) =0

Sind umgekehrt (7) und (é7) erfiillt und ist ¢ € Iy, 441, so gibt es ¢ € II,,_; und

€ Mpypny mit ¢ = r-5-9+4. Esist q(y;) = ¢(y;), j = L,...,m, und q(z;) = ¢(;),
j =1,...,n. Daher gilt nach (i)

und nach (i) gilt weiter

b m n m n
/w($)¢($) dr = Z:ij(yj) + Z:ij(xj) = Z:UJQ(yj) + ZWQ(%)

Die freien Knoten x; der Quadraturformel (3.26) miissen wir wegen der Bedingung
(17) als Nullstellen des n-ten orthogonalen Polynoms auf [a, b] bzgl. der Gewichts-
funktion w(z)r(x) bestimmen. Hilfreich bei der Konstruktion dieses Polynoms ist

der folgende Satz.

Satz 3.34. FEs sei p, € 11, das n-te orthogonale Polynom auf [a,b] bzgl. der Ge-

wichtsfunktion w(x). Die festen Knoten y; seien voneinander verschieden, und es sei
m

r(z) = [[(x—y;) von einem Vorzeichen auf [a,b]. Dann erfillt das n-te orthogonale
j=1
Polynom q,, auf [a,b] bzgl. der Gewichtsfunktion w(x)r(z) die Gleichung

pn(x) pn+l(x) e pn-i—m(x)
T(l‘)qn<$) = det pn(yl) pn—l—l(yl) cee pn-i-m(yl) —- ¢($)
Puln) DrorWm) - P (i)

Beweis: Offensichtlich gilt ¢ € I1,,,,,. Da ¢ die Nullstellen vy, ..., y,, besitzt, ist
1 durch r teilbar, und daher gilt ¢ = r - g, fiir ein ¢, € I1,,.

¢ ist orthogonal zu II,,_; bzgl. des inneren Produktes (-, ), ., denn rg, besitzt eine

Darstellung
r(@)gn(7) = ¢;pnss(2), ¢; € R,
=0
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und daher gilt fir g € I1,,_4

[w@)r(@)a.(2)a@) de = [ w(z) (pn@) + ..+ cnpoin(e)) alw) dz = 0

a a

Zu zeigen bleibt, dass ¢, den Grad n besitzt, d.h. dass der Koeffizient

(pn(yl) e Pn+m1(yl))
Cm=det | ...
n(ym> s pn—l—m—l(ym)

in der Darstellung von rg, als Linearkombination von p,, ..., p,im nicht verschwin-

det.

Ist ¢, = 0, so existiert d = (dy,...,d,)T € R™\ {0}, so dass das Polynom
¢($) = Zdjpn—&-j—l(x) € Hn+m—1
j=1

die Nullstellen 1, ...,y,, besitzt. Daher ist ¢ teilbar durch r, d.h. es existiert xy €
I1,,_y mit ¢ = r-x, und da ¢ orthogonal zu I1,,_; auf [a, b] bzgl. der Gewichtsfunktion

w ist, folgt
b b
0= [w@el)x(@)de = [we)r(@)d() do,
d.h. x(x) = 0 im Widerspruch zu d # 0. |
Wir betrachten nun den Spezialfall [a,b] = [—1,1] und w(x) = 1.

In den Beweisen der letzten beiden Sétze wurde nur benutzt, dass die Polynome p;
orthogonal sind, nicht aber die Normierung, dass der fithrende Koeffizient den Wert
1 besitzt. Wir normieren nun die Legendre Polynome p, so, dass p,(1) = 1 fir alle

Geben wir den rechten Randpunkt y; = 1 des Intervalls als Knoten fest vor, so
miissen die n freien Knoten x4, . .., x, der Quadraturformel mit maximaler Ordnung
die Nullstellen des Polynoms ¢, € II,, sein, das definiert ist durch

= (325 B2) o () P49) =it

Die Gewichte zu den Knoten y; und x4, ..., z, kann man dann wie in Abschnitt 3.1

bestimmen.

Die entstehenden Quadraturformeln heilen Radau Formeln. Durch sie werden

Polynome vom Hochstgrad 2n exakt integriert.
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Geben wir beide Randpunkte y; = —1 und y, = 1 des Intervalls als Knoten vor, so
miissen die freien Knoten x4, ..., x, der Quadraturformel mit maximaler Ordnung

die Nullstellen des Polynoms ¢, € II,, sein, das definiert ist durch

Pu(®) Pusa(2) Prsa(a)
<x2—1>qn<w>=idet( Lo )=i2(ﬁn+z($)—ﬁn(w))-

Man beachte, dass p,(z) fiir ungerades n eine ungerade Funktion ist und daher
Pn(—1) = (—1)" gilt. Die entstehenden Quadraturformeln heiflen Lobatto For-

meln. Durch sie werden Polynome vom Héchstgrad 2n + 1 exakt integriert.

Als Beispiel geben wir die Lobatto Formel der Ordnung 5 an:
1 1

QU = (#1457 ) +57( )+ 110)).

Weitere Knoten und Gewichte von Lobatto Formeln findet man in Abramowitz und
Stegun [1], p. 920.

Bemerkung 3.35. Auch fiir unbeschrinkte Integrationsintervalle kann man Gauf-
sche Quadraturformeln wie in Satz 3.26. mit Hilfe von orthogonalen Polynomen

entwickeln. So erhélt man fiir Integrale der Gestalt

o0

/ e “f(x)dx

0

(mit den Nullstellen der Laguerre Polynome als Knoten) die Gauf3—Laguerre

Quadraturformeln, und fiir Integrale der Gestalt

o0

/ e f(x) dx

(mit den Nullstellen der Hermite Polynome als Knoten) die GauB—Hermite

Quadraturformeln.

Knoten und Gewichte der GauB-Laguerre Formeln (fiir n < 15) findet man in
Abramowitz und Stegun [1], p. 923, und fiir die Gau—~Hermite Formeln (bis n = 20)
auf Seite 924. O

Beispiel 3.36. Fiir das Integral

2

/ T = / et gr =T 0.8224670334241132
J 1+ e* J 1+e = 12

enthélt Tabelle 3.5 die Naherungen mit den Gauf—Laguerre Quadraturformeln und
die Fehler. Man sieht, dass man auch mit wenigen Knoten zu sehr guten Naherungen

gelangt. O
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Tabelle 3.5: Quadraturformeln von Gaufl-Laguerre

n n Fehler
1 0.7310585786300049  9.14e — 2
2 0.8052717896130982 1.72e — 2
3 0.8238172597250991 —1.35¢ — 3
4 0.8236994602380588 —1.23e — 3
5 0.8226695411616926 —2.03¢ —4
6 0.8224050273750929  6.20e — 5

Abbildung 3.3: Zu Beispiel 3.37.

3.5 Adaptive Quadratur

77

Wir haben summierte Quadraturformeln nur mit konstanter Schrittweite h > 0 be-

trachtet. Es ist klar, dass man dabei fiir Funktionen mit unterschiedlichem Verhalten

in verschiedenen Teilen des Integrationsintervalls entweder bei zu grof3 gewéhltem

h ein ungenaues Ergebnis erhélt oder bei zu kleinem h Arbeit in den Bereichen

verschenkt, in denen die Funktion “gutartig” ist.

Beispiel 3.37. (siche dazu Abbildung 3.3)

f(x) = exp(—200 (x + 0.8)?) + 10 - exp(—500 (z — 0.9)*), —1<z <1

Wir entwickeln nun eine Vorgehensweise, mit der bei gegebenem Integranden, gege-

benen Grenzen a und b und gegebener Genauigkeitsschranke € > 0 eine Quadratur-

formel

f(f)zgwjf(%‘)
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erzeugt wird, fiir die gilt

s 1| <

wobei der Punkt iiber dem Ungleichungszeichen besagt, dass die Ungleichung nur

asymptotisch fiir feine Zerlegungen a < xg < x7 < ... < 2% < b von [a, b] gilt.

Die Knoten z; und Gewichte w; werden adaptiv durch das Verfahren in Abhéngigkeit

von f und € erzeugt.
Es sei .
= Z w; f(t:)
i=1
eine Quadraturformel der Ordnung m fiir das Referenzintervall [—1, 1].

Es sei das Integral bis zum Punkt z; € [a,b) schon ndherungsweise bestimmt, und

es sel 41 € (z;,0] gegeben. Dann berechnen wir die zwei Niherungen

L T T\ Tipn + 25 T — T
Q[{l‘j,&l‘j+1](f) - 5 Z W f( +1; 9 >

2 i=1 2
und
~ I’ — .on ]+ + x] xj+l o ,Z']
Qlejayi) (f) = Z ( 22 +t; 22 )
t; 2
Z ( 2 + 2

Tj+1
fir / f(z) dz, wobei Tjpl = 0.5(xj + xj41) gesetzt ist, und hiermit
Tj

A 1
Q[xj,xj+1] = om _ 1

(5 Gt~ Q)

Dann ist mit Q und @ auch Q eine Quadraturformel von mindestens der Ordnung
m, und man kann leicht mit Hilfe der Fehlerdarstellung aus Satz 3.10. zeigen, dass
durch Q sogar Polynome vom Grade m exakt integriert werden, Q also wenigstens

die Ordnung m + 1 hat.

Wir benutzen nun Q, um den Fehler von Q (der genaueren der beiden Ausgangsfor-

meln) zu schétzen.

Es gilt mit A := 241 — x;

Tj+1

By (f) = [ J(@)d2 = Qa1 ()

Zj
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- Q[xj,xjﬂ}(f) - Q[mj7xj+1}(f) + O(hm+2)
1 A ~
- om _ (2m Q[.Z’j,l’j+1](f) - Q[xj,xj+1](f)) - Q[xj,ijrl](f) + O(hm+2)

- 2m1_ 1 (Q[Z'jvl‘j-‘rl](f) - Q[zj,zj+1]<f)) + O(hm+2).

Da andererseits E[x ;) (f) = O(R™1) gilt, kénnen wir fiir kleine 2 den Summan-

den O(h™*?2) vernachlissigen und erhalten die Fehlerschitzung

1 ~
om _ 1 (Q[xj,ijrﬂ(f) - Q[xj,x]ur:l](f))’ (327)

E[J:j,a:j+1} (f) ~

Wir benutzen (3.27), um das Intervall [a, b] durch Bisektion zu zerlegen in a = xy <
r1 < ...<xp=0b,s0dass fir j =1,...,k gilt

2m —1
b—a

Qley1.0(f) — Q[le,xj}(f)’ < (zj —xj-1) €. (3.28)

Dann folgt fiir die summierte Quadraturformel

k ~
ZQ&:J 11]]

aus (3.27)

a 7j=1
) 1 ko
S om _ Z Q[xjfl zj}(f) Q[ijl Iﬂ(f)’
7=1
1 k
< b4 ]Z_:l(:v] Tj1)E = €

Das folgende PASCAL Programm ist eine Realisierung des adaptiven Verfahrens

unter Benutzung der Gau8 Formel der Ordnung m = 6.

Algorithmus 3.38. (Adaptive Gauf3 Integration; rekursiv)

FUNCTION Adaptive_Gauss (a, b, eps: REAL) : REAL;

{ Adaptive_Gauss berechnet das Integral der Funktion f in den
Grenzen von a bis b mit der relativen Genauigkeit eps.

f muss als FUNCTION bereitgestellt werden. }
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VAR 1, kn : REAL;

FUNCTION Gauss_3 (a, b: REAL) : REAL;
VAR mp : REAL;
BEGIN
mp := (atb) / 2;
Gauss_3 := (b-a)/2 *
(6 *x f(mp-kn*(b-a)/2) + 5 * f(mp+tkn*(b-a)/2) + 8 x f(mp)) / 9
END; { OF GAUSS_3 }

FUNCTION Adaption (a, b, p: REAL) : REAL;
VAR c¢, h, ac_int, cb_int, q : REAL;

BEGIN
c := (atb) / 2;
h :=b - a;
ac_int := Gauss_3 (a, c);
cb_int := Gauss_3 (c, b);

q := ac_int + cb_int;
IF ABS(q-p) > hx1 THEN

Adaption := Adaption (a, c, ac_int) + Adaption (c, b, cb_int)
ELSE
Adaption := q + (q-p) / 63 {+}
END; { OF ADAPTION }

BEGIN

1 := 63 x eps / (b-a);

kn := SQRT (0.6);

Adaptive_Gauss := Adaption (a, b, Gauss_3 (a, b))
END; { OF ADAPTIVE_GAUSS }

Wir haben die Fehlerschiitzung fiir die Quadraturformel @ durchgefithrt. Da uns die

Formel Q hoherer Ordnung zur Verfiigung steht, haben wir im Programm @ zur
Tj+1

Berechnung einer Néherung fiir / f(x) dzr verwendet (Anweisung {+}).

Ty
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Tabelle 3.6: Adaptive Gaufl Quadratur
z(i— 1) x(7) z(i) —z(i — 1)

—1.00000  —0.75000 0.25000
—0.75000  —0.50000 0.25000
—0.50000 0.00000 0.50000
0.00000 0.50000 0.50000
0.50000 0.75000 0.25000
0.75000 0.87500 0.12500
0.87500 0.93750 0.06250
0.93750 1.00000 0.06250

Beispiel 3.39. Fiir das Beispiel 3.37.
f(z) = exp(—200 (z + 0.8)2) + 10 - exp(—500 (z — 0.9)?), —1<z <1,

erhélt man mit Algorithmus 3.38. mit der Genauigkeitsschranke e = 1E —3 die Kno-
tenverteilung in Tabelle 3.6 und mit 93 Funktionsauswertungen den Néherungswert
0.917542. Der tatsdchliche Fehler ist hierfiir 1.7F — 4. a

Eine andere Moglichkeit besteht darin, schrittweise vorzugehen. Ist also das Integral

schon mit der gewiinschten Genauigkeit bestimmt und wurden mit der Schrittweite
h die Naherungen Qg ;45 (f) und Q[xj «;+h] (f) berechnet, so kann man hiermit das
Erfiilltsein der lokalen Fehlerschranke (3.28) priifen. Ist dies der Fall, so geht man
zu dem neuen Intervall [x;11,2;11 + hneu|, Zj+1 := x; + h, iber. Sonst wiederholt

man den Schritt mit einer verkleinerten Schrittweite hpeu.

Die neue Schrittweite kann man so bestimmen: Es ist

1 o m
E[:cj,azj-i-h] ~ ﬁ|@[xj,xj+h]<f) - Q[wj,zj-‘rh}(fﬂ ~ Ch —H?
d.h.
h—m—l _
O~ om _ 1|Q[$J‘@j+h]<f) - Q[zj,zfrh}(f)’;
und daher kann man erwarten, dass mit
hneuw A g1 homt ~ m+1
€ - C'hneu = T’Q[$j71'j+h](f) - Q[:c]-,acj+h](f)|hneua
b—a 2m —1
d.h.
(2™ — 1)he Hm
hneu = h =
(0 — @)|Qu; o5+ (f) = Qlayay+1 ()]

die lokale Fehlerschranke (3.28) eingehalten wird. Hiermit erhélt man das folgende

Verfahren:
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Tabelle 3.7: Adaptive Gaufi Quadratur

€ Fehler Funktionsauswertungen
TE—3[878E —02 54
1E —41299EF — 05 153
1E —5]2.63E —07 270
1E —6|822E — 09 351
1E—7]210E — 09 531
1E -8 |8.02E — 12 47

Algorithmus 3.40. (Adaptive Gaufl Quadratur)

function int=adap_gauss3(f,a,b,tol);
factor=63*xtol/(b-a); h=0.1*(b-a); int=0;
while a < b
g=gauss3(f,a,a+h);
gs=gauss3(f,a,a+0.5%h)+gauss3(f,a+0.5%h,a+h);
h_neu=0.9%h* (h*factor/abs(qs-q)) "~ (1/6);
if abs(q-gs) > hxfactor;
h=h_neu;
else
int=int+qs+(qs-q)/63;
a=a+th;
h=min(h_neu,b-a);
end

end

Beispiel 3.41. Fiir das Beispiel 3.37. erhédlt man hiermit die Ergebnisse aus Ta-
belle 3.7. Wie erwartet wird der tatséichliche Fehler (jedenfalls fir e < 1E — 04)

deutlich kleiner als die vorgegebene Toleranz ¢. O

Verwendet man wie oben in einem adaptiven Verfahren dieselbe Gaufl Formel fiir
Q und Q, so kann man die an den Knoten von @ berechneten Funktionswerte bei
der Auswertung von @ nicht wiederverwenden. Von Kronrod [67] wurde 1965 die

folgende Vorgehensweise vorgeschlagen, die diesen Nachteil nicht hat:

Wir gehen aus von einer Gaujf§ Formel

Gn(f) = iwi f(ilfz)
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der Ordnung 2n mit den Knoten x1,...,x, € (—1,1), und bestimmen
n + 1 weitere Knoten vy, ...,y, € (—1,1) und Gewichte «;, (3;, so dass
die Quadraturformel

Ko(f) = e f(w) + D Bi f(yi)
i=1 i=0
maoglichst hohe Ordnung besitzt. K,, heifit die zu G,, gehirige Kronrod

Formel.

Beispiel 3.42. Ausgehend von

1 1
Go(f) = f(_ﬁ) + f(ﬁ)
machen wir fiir Ky den Ansatz

Ky(f) = f<—%> + Qo f(%) + Bo f(yo) + B1 f(yr) + B2 f(y2)

und bestimmen die 8 Unbekannten oy, ao, 8o, (51, B2, Yo, Y1, Y2 S0, dass die Funktio-

nen 7, j = 0,1,2,...,m, fiir moglichst groBes m durch K, exakt integriert werden.

Man kann zeigen, dass die Kronrod Formeln symmetrisch sind (hier: oy = a, By =

B2, Yo = —Y2, y1 = 0). Unter Ausnutzung dieser Symmetrie folgt

1
Ky(z¥th) =0 = /x2j+1da: fir alle j =0,1,2,...
41

Fiir die geraden Potenzen ergibt sich das nichtlineare Gleichungssystem

0 20 + 26, + B = 2,
2 2o+ 26048 2,
et Zan + 200y 2,
5 %041 + 2B yg = %7

mit der eindeutigen Losung

\F 243 p 98 P 308
= — oG = — = — = —
P=\7 T a9s 0T q950 PP 495

Kolf) = 250 Golf) + 155 (98 (f(—ﬁ) + f(ﬁ)) 1308 f(0)>-

Nach Konstruktion hat diese Formel mindestens die Ordnung 8, und durch Berech-

d.h.

nung von F(x®) sieht man, dass die Ordnung genau 8 ist. O
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Man kann zeigen, dass zu einer n-Punkt Gau8 Formel G,, stets die (2n + 1)-Punkt
Kronrod Formel konstruiert werden kann, und dass ihre Ordnung 3n + 2 ist, falls n

gerade ist, und 3n + 3, falls n ungerade ist.

Die Kronrod Formel K,, kann man nun auf folgende Weise nutzen, um den Fehler
E, der zugehorigen Gaufl Formel zu schétzen. Es gilt fiir [z, z,;41] C [—1,1]

Tj+1

/ f(@)de = K,(f) + B> cg0pa - £ (1),
h := x;4+1 — x;, und daher folgt

Zj+1

E, = / f(z)dx — GL(f)

Ty

= Kn(f) - Gn(f) + h3n+2 *C3n42 f(3n+2) (77)

Da FE, proportional zu h?" ist, konnen wir fiir kleine h den letzten Summanden

vernachlassigen und erhalten

In dem folgenden Algorithmus schitzen wir hiermit den Fehler der Gaufl Formel,
Tj+1

verwenden aber als Néherung fiir das Integral / f(x)dzr den mit der Kronrod
Formel ermittelten Wert. Dies fiihrt dazu, dass de; Fehler wesentlich unterhalb der

geforderten Toleranz liegt.

Algorithmus 3.43. (Adaptive Kronrod Quadratur; rekursiv)

FUNCTION Kronrod_Gauss (a, b, eps: REAL) : REAL;
{ Kronrod_Gauss berechnet das Integral der Funktion f in den
Grenzen von a bis b mit der asymptotischen Genauigkeit eps.
f muss als FUNCTION bereitgestellt werden. }

VAR k1, k2, Tol : REAL;

PROCEDURE Integral (a, b: REAL; VAR Kronrod, Gauss : REAL);
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VAR mp, h, x : REAL;
BEGIN
mp := (a+b) / 2;
h := (b-a) / 2;
f (mp-h*k1) + f(mp+hxk1);

X
Gauss := h * x;
Kronrod := h * (98 * (f(mp-h*k2) + f(mp+h*k2))
+ 243%x + 308*f(mp)) / 495
END; { OF INTEGRAL }

FUNCTION Adaption (a, b: REAL) : REAL;
VAR mp, p, q, h : REAL;

BEGIN
mp := (at+b) / 2;
h :=b - a;

Integral (a, b, q, p);
IF ABS(q-p) > Tol THEN

Adaption := Adaption (a, mp) + Adaption (mp, b)
ELSE
Adaption := q

END; { OF ADAPTION }

BEGIN
Tol := eps / (b-a);
k1 := 1 / SQRT (3);
k2 := SQRT (6/7);
Kronrod_Gauss := Adaption (a, b)

END; { OF KRONROD_GAUSS }

Beispiel 3.44. Mit ¢ = 1FE — 2 erhélt man fiir Beispiel 3.37. die Knotenvertei-
lung in Tabelle 3.8 und mit 85 Funktionsauswertungen die Ndherung 0.917405. Der

tatséchliche Fehler ist 3.3F — 5, also wesentlich kleiner als das vorgegebene . O

Der folgende Algorithmus realisiert dhnlich wie Algorithmus 3.40. das schrittweise

Vorgehen mit der Gaufl-Kronrod Formel.
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Tabelle 3.8: Kronrod Gaufl Quadratur
x(i— 1) x(7) x(i) — (i — 1)
—1.00000  —0.87500 0.12500
—0.87500  —0.75000 0.12500
—0.75000  —0.50000 0.25000
—0.50000 0.00000 0.50000
0.00000 0.50000 0.50000
0.50000 0.75000 0.25000
0.75000 0.87500 0.12500
0.87500 0.93750 0.06250
0.93750 1.00000 0.06250

Tabelle 3.9: Adaptive Kronrod Quadratur

€ | Fehler | Funktionsauswertungen
IE—T1[479E — 05 70
1E -2 |351E - 07 150
1E —3|1.44F — 08 255
1E —4]6.67E —11 435

Algorithmus 3.45. (Adaptive Kronrod Quadratur)

function int=adap_kronrod(f,a,b,tol);

h=0.1x*(b-a);
int=0;
eps=tol/(b-a);

while a < Db

[int1,int2]=kronrod(f,a,a+h);
h_neu=0.9%h* (h*eps/abs(int1-int2)) "~ (1/4);
if abs(intl-int2) > hxeps;

h=h_neu;

else
int=int+int2;
a=ath;
h=min(h_neu,b-a);
end

end

Beispiel 3.46. Fiir das Beispiel 3.37. erhédlt man hiermit die Ergebnisse aus Ta-

belle 3.9. Wie erwartet wird der tatsichliche Fehler wiederum deutlich kleiner als

die vorgegebene Toleranz ¢.

O
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Bemerkung 3.47. In dem Handbuch Piessens et al. [85] des Software Pakets
QUADPACK finden sich die Knoten und Gewichte fiir Gaufl Formeln und die zu-
gehorigen Kronrod Formeln (bis hin zur 30-Punkt Gauf und 61-Punkt Kronrod
Formel) und weiteres Material zu adaptiven Quadratur Methoden. Die FORTRAN
77 Subroutines von QUADPACK konnen als Public Domain Software bezogen wer-

den von

http://www.netlib.org/quadpack

3.6 Numerische Differentiation

Wir betrachten eine Funktion f : [a,b] — IR, von der nur die Funktionswerte y; :=
f(z;) an diskreten Punkten a < 27 < 29 < ... < z,, < b bekannt sind. Aufgabe ist
es, aus diesen diskreten Daten eine Niherung fiir den Wert einer Ableitung £ (x),

m > 1, an einer Stelle z zu ermitteln.

Ahnlich wie bei der numerischen Integration interpolieren wir hierzu einige der gege-
benen Daten (z;,y;) in der Nidhe des Punktes x und wéhlen die m-te Ableitung der
interpolierenden Funktion an der Stelle = als Néherung fiir f™(z). Gebrauchlich ist
die Interpolation mit Polynomen und mit Splines. Sind in der Umgebung von x Da-
ten mit verschiedenen Schrittweiten vorhanden und ist die Funktion f glatt genug,
so kann wie beim Romberg Verfahren zur Quadratur auch Extrapolation verwendet

werden.

Wir beschrénken uns hier auf die Interpolation mit Polynomen und betrachten nur
den Fall, dass die Stelle x, an der die Ableitung approximiert werden soll, ein Knoten

ist.

Beispiel 3.48. Wir leiten Formeln fiir die Approximation der ersten Ableitung
her.

Interpoliert man f linear mit den Daten (z;,y;) und (2,41, y;+1), so erhélt man

Yi+1 — Y
x)=y;+ T —x;),
p(z) J Tip1 — 7)
und als Néherung fiir die Ableitung
Flay) m pl () = 220 (3.29)
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Dieser Ausdruck heifit der vorwirtsgenommene Differenzenquotient. Inter-
poliert man die Daten (x;_1,y;—1) und (z;,y;) linear, so erhdlt man genauso die

Approximation

/ yj _yjfl
T~ LT 3.30
Sy = P (3.30)

durch den riickwirtsgenommenen Differenzenquotienten.

Interpoliert man f quadratisch mit den Knoten (x4, y;+x), K = —1,0, 1, so erhalt

man
p(x) =y + (21, 2)(x — 25) + 2541, 751, 7] (0 — 25_1) (2 — 25)

mit der Ableitung
P(x) = 251, 2] + (w501, 1m0, 2] (20 — 2521 — x5).

Einsetzen von « = z; liefert nach kurzer Rechnung

Tjp1 — T4 Ti— Ti_q
Tjy1 — Tj-1 Tjy1 — Tj-1

2,241, (3.31)

Ist speziell ;41 —x; = x; —x;_1 =: h, so ist (3.31) der zentrale Differenzenquo-
tient

1 1 Yji+1 — Yj—1
fay) = 5[%*17%] + 5[90]',96]'“} = # (3.32)

Sind nur Funktionswerte von f auf einer Seite von z; bekannt, so verwendet man
einseitige Differenzenapproximationen. Z.B. erhdlt man mit y; 1, = f(xj4k), k =
0,1, 2, die Naherung

Tjro + Tjp1 — 2, Tit1 — T
fl(z) = = x,+2j_ - oy, wpal] - mmﬂa%‘w], (3.33)
j j j j
und im dquidistanten Fall
3 1 —Yjt2 + 4yj1 — 3y
Flag) = Sles 2] = Slagen, @jee] = = 2hj+ - (3.34)

Genauso erhélt man mit 5 bzw. 7 dquidistanten Knoten die zentralen Differenzen-

approximationen
, 1
fi(x;) ~ m(%& — 8yj—1 + 8yjs1 — Yjt2) (3.35)
und
, 1
[(z;) = W(_yj—?, +9y,_o — 45y,—1 + 45y41 — Y40 + Yjr3)- (3.36)

a
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Den Fehler einer Differenzenformel kann man mit Hilfe des Taylorschen Satzes be-

stimmen. Fiir f € C? gilt mit einem & € (x;,x; + h)

Flay + 1) = Fa) + Fa)h+ o 77(0).

d.h.

i+1 7 Y3 h 1"
f’(%‘)zW—§f (&),

und genauso mit einem 7 € (z; — h, x;)

R h
flay) = H B D).

Es gilt also fiir den Fehler sowohl des vorwéartsgenommenen als auch des riickwérts-

genommenen Differnzenquotienten die Asymptotik O(h).

Definition 3.49. FEine Differenzenapprozimation D, f(x; h) fiir die Ableitung f) (x)
mit der Schrittweite h besitzt die Fehlerordnung p, falls gilt

D, f(z;h) — f™(z) = O(h?).

Vorwiarts- und riickwartsgenommene Differenzenquotienten zur Approximation von

f'(x) besitzen also die Fehlerordnung 1.

Fiir f € C* gilt
2 3
oy = B) = Flay) & hf () + o () % () + O,

und daher 2
Yirl — Yi_
U Ul i ay) = () + O,

Der zentrale Differenzenquotient besitzt also die Fehlerordnung 2. Genauso erhilt

man fiir die Approximationen in (3.35) und (3.36) die Fehlerordnungen 4 und 6.

Bei Rechnung in exakter Arithmetik beschreibt die Fehlerordnung das Verhalten des
Fehlers fiir h — 0. Die Differenzenformeln enthalten alle Differenzen von Funktions-
werten von f, die bei kleinem h nahe beieinander liegen. Dies fiihrt beim Rechnen

mit endlicher Stellenzahl zu Ausléschungen.

Beispiel 3.50. Wir bestimmen fiir f(z) := cosz Naherungen fiir f'(1) mit dem
vorwértsgenommenen Differenzenquotienten. Tabelle 3.10 enthélt die Fehler der Ap-

proximationen fiir h; = 1077, j =0,1,...,16.
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\ \ \ \ \ \
N 10° 10" 10? 10 10" 0™ 10 107 10° 10° 107 107 10’

Abbildung 3.4 : Differenzenformel Ordnung 1 / Ordnung 2

107 10" 10" 107 10° 10° 107 107 0 10 10" 10" 107 10° 10° 107 107 10’

Abbildung 3.5 : Differenzenformel Ordnung 4 / Ordnung 6
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Tabelle 3.10: Vorwartsgenommene Differenzenquotienten

J Fehler | 7 Fehler | 7 Fehler
0 TIhe—T1] 6 270e—T7]12 78le—>5
1 256e—2| 7 28le—8|13 7.8le—5
2 269 —-3| 8 303—-9|14 229 -3
3 270e—41 9 130e—7|15 1.58e—1
4 270e—-5]10 352e—-7]16 84le—1
5 270e—-6|11 352e—-7

Der Fehler fillt also (wie durch die Fehlerordnung 1 vorausgesagt) zunéchst bis
h = 107% linear, steigt aber danach durch Ausléschung in der Differenzenformel
wieder an. Abbildung 3.4 enthélt auf der linken Seite den Graphen des Fehlers in
Abhéngigkeit von h in doppeltlogarithmischer Darstellung.

Fiir andere Differenzenformeln beobachtet man dasselbe Verhalten. In Abbildung 3.4
rechts ist der Fehler fiir den zentralen Differenzenquotienten der Ordnung 2 darge-
stellt und in Abbildung 3.5 fiir die Formeln (3.35) und (3.36). O

Das Verhalten im letzten Beispiel kann man auf folgende Weise erkléren. Wir nehmen

an, dass der errechnete Funktionswert y; ~ y; die Grofle

hat, wobei u die Maschinengenauigkeit bezeichnet und K eine “kleine” Konstante
ist. Dann gilt fiir den errechneten vorwéartsgenommenen Differenzenquotienten
~ Yji+1 — Uj Yi+1 — Uj
Dy(h) = ﬁ( ) —

Unter Verwendung von (3.37) erhélt man, wenn man Terme der Gréfienordnung u?

L4+e)(1+4e2), e, ]e] <u

vernachléssigt,

= Yirr =Y | Y0541 — Y05 Yit — Y
Dy(h) =
h) =" h M
und daher ist der Rundungsfehler bei der Auswertung der Differenzenformel D, (h) :=

(81 + 62),

(yj+1 — y;)/h mit Konstanten Cy, Cy

. G — UsDs C
D1 (h) — Di(h)| = [+ o Yi% +yf“h Yile, +e9)| < —Lut G, (3.39)

Da die vorwértsgenommene Differenzenformel die Ordnung 1 hat, gibt es eine Kon-
stante C3 mit

[Di(h) = f'(x;)] < Csh,

und daher folgt fiir den Gesamtfehler

1D (h) — f(x;)] < C}}u + Cyu + Csh =: A(h). (3.39)
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Der Graph dieser Funktion hat die Gestalt der Fehlerfunktion in Abbildung 3.4,
links: Mit fallendem A fillt die Funktion A(h) bis zum Minimum, das durch

charakterisiert ist, d.h. bis

|C
hopt = E; “Va, (3.40)

und steigt danach wieder. In MATLAB ist v ~ 10716, das Minimum des Fehlers
muss also in der Grofenordnung von 10~% liegen. Abbildung 3.4, links, zeigt, dass
dies tatsachlich bei Beispiel 3.50. der Fall ist.

Besitzt die Differenzenformel D; die Fehlerordnung m, so bleibt (3.38) richtig, und
man erhélt entsprechend (3.39) den Gesamtfehler

~ C
1Dy (h) — f'(x0)| < #u + Cyu+ Csh™ =: A(h). (3.41)
In diesem Fall erhélt man als Groflenordnung der optimalen Schrittweite

hopt = Cul/ 1),

die ebenfalls durch die Beispiele in Abbildung 3.4, rechts, und Abbildung 3.5 bestétigt

werden.



Kapitel 4
Lineare Systeme

Wir betrachten in diesem Abschnitt das Problem, ein lineares Gleichungssystem
Ax =b (4.1)

mit einer gegebenen reguliren Matrix A € C™™ und einem gegebenen Vektor
b € C" zu losen. Dies war schon einer der Hauptgegenstéinde in der Vorlesung “Li-
neare Algebra”. Wir werden in Abschnitt 4.1 vor allem die Ergebnisse aus dieser
Vorlesung zusammentragen. In Abschnitt 4.2 werden wir auf einige weitergehende
numerische Aspekte eingehen, insbesondere darauf, welche Einfliisse Speichertech-
niken auf die Konstruktion von Algorithmen haben, und die BLAS (Basic linear
algebra subroutines) besprechen. In Abschnitt 4.3 behandeln wir Besonderheiten,
die bei Bandmatrizen auftreten, in Abschnitt 4.4 fragen wir, wie sich Storungen
der rechten Seite und der Matrixelemente auf die Losung auswirken, und in Ab-
schnitt 4.5 betrachten wir Matrizen, die eine spezielle Struktur aufweisen. In Ab-
schnitt 4.6 geben wir einige Hinweise zur Software fiir lineare Gleichungssysteme.
Wir gehen in dieser Vorlesung nicht auf das Problem ein, lineare Gleichungssysteme
mit allgemeinen diinn besetzten Systemmatrizen (direkt oder iterativ) zu losen. Dies
ist der Gegenstand der Vorlesungen “Numerische Behandlung grofler Systeme” und

“Numerische Lineare Algebra”.

4.1 Zerlegung regulirer Matrizen

Es sei A € €™ eine gegebene regulire Matrix. Dann existiert (vgl. LA Satz 4.42)

eine Permutationsmatrix P, eine untere Dreiecksmatrix L, deren Diagonalelemente
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zu 1 normiert sind, und eine obere Dreiecksmatrix R mit
PA=LR. (4.2)

Diese Zerlegung heiit die LR Zerlegung der Matrix A. Es ist ferner bekannt (vgl.
LA Satz 4.44), dass die Permutationsmatrix P genau dann nicht bendtigt wird,

wenn alle Hauptuntermatrizen (engl.: principal submatrices)

A(]_ : k’,l : k?) = (aij>i,j:1 ks k= 1, oo,y

-----

von A regulér sind. Wir haben hierbei die in MATLAB {ibliche Notation A(1: k, 1 :
k) fiir die Untermatrix von A verwendet, die die erste bis k-te Zeile und erste bis
k-te Spalte von A enthélt. Ist dies der Fall, so kann man die LR Zerlegung von
A mit dem Gaufischen Eliminationsverfahren bestimmen. Dabei speichern wir
die von Null verschiedenen Elemente von R in dem oberen Dreieck von A und die

Elemente unterhalb der Diagonale von L in dem strikten unteren Dreieck von A ab.

Algorithmus 4.1. (LR Zerlegung ohne Pivotsuche)
for i=1 : n-1
for j=i+l1 : n

a(j,i)=a(j,i)/a(i,i); \% Bestimme i-te Spalte von L

for k=i+l1 : n
a(j,k)=a(j,k)-a(j,i)*a(i,k); \% Datiere j-te Zeile auf
end

end

end

Ist die LR Zerlegung von A bekannt, so kann man die Losung des Gleichungssystems
(4.1) schreiben als
Ax =LRx ='Ly=0b, Rx=uy,

und durch Vorwértseinsetzen

Algorithmus 4.2. (Vorwirtseinsetzen)
for j=1 : n
y(j)=b(j);
for k=1 : j-1
y(G)=y(j)-a(G,k)*y(k);
end

end
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die Losung y von Ly = b bestimmen, und durch Riickwértseinsetzen

Algorithmus 4.3. (Riickwértseinsetzen)
for j=n : -1 : 1
x(§)=y(3);
for k=j+1 : n
x(j)=x(G)-a(j,k)*x(k);
end
x(1)=x(3)/a(§,3);

end

die Losung « von Rx =y, d.h. von Ax = b.

Als Aufwand der LR Zerlegung erhélt man

2 ( 'i‘1 (1+ ki 2)) = "Zl ((n —i)+2(n — 1)2) = %n?’ +O(n?).

flops (floating point operations). Das Vorwérts- und Riickwértseinsetzen erfordert
offenbar jeweils O(n?) flops. Existiert eine singulére Hauptuntermatrix A(1: 4,1 : 4)
der regulidren Matrix A, so bricht Algorithmus 4.1. ab, da das Pivotelement a(i, ¢) bei
der Elimination der i-ten Variable Null wird. In diesem Fall gibt es ein a;; # 0, 7 > ¢,
(das im Verlaufe des Algorithmus erzeugt worden ist), und man kann die aktuelle
Zeile ¢ mit der Zeile j vertauschen und den Algorithmus fortsetzen. Sammelt man
diese Vertauschungen in der Permutationsmatrix P, so erhélt man am Ende des so

modifizierten Algorithmus 4.1. eine LR Zerlegung der Matrix P A:
PA =LR.

Aus Stabilitdtsgriinden empfiehlt es sich, auch dann eine Vertauschung vorzuneh-
men, wenn a; zwar von Null verschieden ist, in der Restmatrix A(i : n,i : n) aber

Elemente vorhanden sind, deren Betrag wesentlich grofler ist als der Betrag von ay;.

1074 1
A pu—
1 1

Wir bezeichnen mit fl(a) die Gleitpunktdarstellung von a. Dann liefert Algorith-

Beispiel 4.4. Es sei

mus 4.1. bei dreistelliger Rechnung

( 1 0) ( 1 0)
L= _
A(1/107%) 1 104 1
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und

und damit
107% 1
LR = ) O
1 0
In vielen Féllen reicht es aus, vor dem Annullieren der Elemente der i-ten Spalte
j € {i,...,n} zu bestimmen mit |a;;| > |a;| fiir alle £ =4,...,n und dann die i-te

Zeile mit der j-ten Zeile zu vertauschen. Dieses Vorgehen heifit Spaltenpivotsuche
Man erhélt folgende Modifikation von Algorithmus 4.1.:

Algorithmus 4.5. (LR Zerlegung mit Spaltenpivotsuche)
for i=1: n-1
Waehle j >= i mit |a(j,i)| >= la(k,i)| fuer alle k >= i
und vertausche die i-te mit der j-ten Zeile
for j=i+l1l : n
a(j,i)=a(j,i) /a(i,i);
for k=i+l1 : n
a(j,k)=a(j,k)-a(j,i)*a(i,k);
end
end

end

Beispiel 4.6. Fiir Beispiel 4.4. erhélt man mit Algorithmus 4.5.

( 1 0) (1 1 ) (1 1)
L: s R: et
1074 1 0 f(1—107%) 0 1

1 1
LR =
107 141074

ist eine gute Approximation von

PA_ 0 1 A 1 1 .
10 1074 1

Nicht in allen Fiéllen fiihrt die Spaltenpivotsuche zum Erfolg. Wendet man Algorith-

und

mus 4.5. bei dreistelliger Rechnung auf

~ 1 104
A=
1 1
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an, so erhélt man

1 0 1 104 1 10*
L: 5 R: p— 5
11 0 fi(1—10% 0 —10*
und hiermit
1 10%
LR = i O
1 0

Treten, wie in unserem Beispiel, in der Matrix Elemente sehr unterschiedlicher
GoBenordnung auf, so empfiehlt es sich, eine vollstindigen Pivotsuche auszu-
fithren. In diesem Fall werden im i-ten Eliminationsschritt ein Zeilenindex j > ¢ und
ein Spaltenindex k > ¢ bestimmt mit |a;x| > |agy| fir alle £,m > ¢, und es wird vor
der Elimination die i-te mit der j-ten Zeile und die i-te Spalte mit der k-ten Spalte

getauscht. Man erhélt dann eine Zerlegung
PAQ =LR,

wobei die Permutationsmatrix P die Zeilenvertauschungen in A vornimmt und die

Permutationsmatrix @ die Spaltenvertauschungen.

Ist die reguldre Matrix A reell symmetrisch (oder Hermitesch; die Modifikationen
hierfiir sind offensichtlich) und existiert eine LR Zerlegung, so kann man R als
Produkt einer Diagonalmatrix D und einer normierten oberen Dreiecksmatrix R
schreiben. Hiermit gilt dann

A" =R'DL"

~ T
mit einer normierten unteren Dreiecksmatrix R und einer oberen Dreiecksmatrix
DL". Da die LR Zerlegung einer reguliren Matrix eindeutig bestimmt ist, folgt

RT = L. Damit kann man A auch schreiben als

A=LDL"

mit einer Diagonalmatrix D und L wie oben. Diese Zerlegung heifit die LDLT
Zerlegung von A. Ist die symmetrische Matrix A zusétzlich positiv definit, so sind
alle Hauptuntermatrizen von A ebenfalls positiv definit, also reguldr, und daher
existiert in diesem Fall die LDLT Zerlegung. Ferner sind die Diagonalelemente von

D = diag{dy,...,d,} positiv, und man kann mit

C = Ldiag {\/ds, ..., \/d,}
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die LDL™ Zerlegung von A schreiben als
A=cCcC". (4.3)
Diese Zerlegung heifit die Cholesky Zerlegung von A.

Prinzipiell kann man die Cholesky Zerlegung mit Hilfe des Gauflschen Eliminati-
onsverfahrens bestimmen. Man bendtigt dann 2n® + O(n?) Operationen und n’
Speicherplitze. Durch direkten Vergleich der Elemente in (4.3) erhélt man einen
Algorithmus, der mit der Hélfte des Aufwandes auskommt. Da C' eine untere Drei-

ecksmatrix ist, gilt ¢;; = 0 fiir 1 <4 < 7 <n, und daher ist

n A
QAij = Z CikCjk = Z CikCjk-
k=1 k=1
Speziell fiir i = j = 1 bedeutet dies
2
a11r = Cqq, d.h. ¢ = Vv ai,
und fliri=1und j=2,...,n
@15 = C11€41, d.h. Cj1 = ajl/cn.

Damit ist die erste Spalte von C bestimmt. Sind schon ¢, fiir v =1,...,¢ —1 und

w=v,v+1,....,n bestimmt, so erhdlt man aus

i—1

2 2

aii — Cii + Z cik
k=1

i—1
_ 2
Cii = A | Qi — Z Cik
k=1

i—1
aij = CiiCji + ) CinCjn
k=1

das i-te Diagonalelement

von C', und

liefert
1 i—1
cji:—(aij—Zcikcjk), j:Z+1,77’L
Cii k=1
Damit erhélt man das folgende Verfahren zur Bestimmung der Cholesky Zerlegung.

Dabei iiberschreiben wir das untere Dreieck von A durch die wesentlichen Elemente

von C.
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Algorithmus 4.7. (Cholesky Zerlegung)
for i=1 : n
for k=1 : i-1
a(i,i)=a(i,i)-a(i,k)*a(i,k);
end
a(i,i)=sqrt(a(i,i));
for j=i+1l : n
for k=1 : i-1
a(j,i)=a(j,i)-a(i,k)*a(j,k);
end
a(j,i)=a(j,i)/a(i,i);
end

end

Der Aufwand des Cholesky Verfahrens ist

S (T2 Y 043 2)- S+ 0?)

i=1 k=1 j=it1 k=1

flops und n Quadratwurzeln. Besitzt die symmetrische Matrix A eine LDLT Zer-
legung, so kann man diese mit einem &hnlichen Verfahren wie Algorithmus 4.7.
bestimmen. Man beachte aber, dass eine Pivotsuche wie beim Gaufischen Elimi-
nationsverfahren die Symmetrie der Matrix zerstort. Man muss also gleichlautende
Zeilen- und Spaltenvertauschungen vornehmen. Auf diese Weise kann man nicht im-

mer fiir eine regulére Matrix ein von Null verschiedenes Pivotelement erzeugen, wie

(1)

zeigt. Auch wenn die LDL”T Zerlegung existiert, kann die Ubertragung von Algo-

das Beispiel

rithmus 4.7. instabil sein.

4.2 Modifikationen des Gauf3schen Verfahrens

In Algorithmus 4.1. haben wir die Elimination durchgefiihrt, indem wir im i-ten
Schritt ein geeignetes Vielfaches der i-ten Zeile von den nachfolgenden Zeilen abge-

zogen haben. In Vektorschreibweise haben wir also
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Algorithmus 4.8. (LR Zerlegung; zeilenorientiert)
for i=1: n-1
for j=i+l1 : n
a(j,i)=a(j,i)/a(i,i);
a(j,i+l:n)=a(j,i+l:n)-a(j,i)*a(i,i+l:n);
end

end

Vertauscht man die beiden inneren Schleifen, so erhélt man eine spaltenorientierte

Version des Gauflschen Eliminationsverfahren

Algorithmus 4.9. (LR Zerlegung; spaltenorientiert)
for i=1: n-1
a(i+l:n,i)=a(i+1l:n,i) /a(i,i);
for k=i+1 : n
a(i+l:n,k)=a(i+1l:n,k)-a(i,k)*a(i+1:n,1i);
end

end

Auch die i-Schleife kann man mit der j-Schleife und/oder der k-Schleife vertau-
schen. Man erhélt insgesamt 6 Varianten der Gaufl Elimination, die alle von der
Zahl der Rechenoperationen her denselben Aufwand besitzen. Sie konnen sich aber
auf verschiedenen Plattformen unter verschiedenen Programmiersprachen sehr un-

terschiedlich verhalten.

Der Grund hierfiir ist, dass Speicher von Rechnern hierarchisch aufgebaut sind, be-
ginnend mit sehr langsamen, sehr groflen, sehr billigen Magnetband Speichern, iiber
schnellere, kleinere, teurere Plattenspeicher, den noch schnelleren, noch kleineren,
noch teureren Hauptspeicher, den schnellen, kleinen und teuren Cache und die sehr
schnellen, sehr kleinen und sehr teuren Register der CPU. Arithmetische und logische
Operationen kénnen nur in den Registern ausgefiihrt werden. Daten, die sich nicht
in den Registern befinden und mit denen Operationen ausgefiihrt werden sollen,
kénnen nur in den benachbarten Speicher bewegt werden, wobei der Datentrans-
port zwischen den billigen Speicherarten (also z.B. zwischen der Platte und dem
Hauptspeicher) sehr langsam geschieht, wéhrend der Transport zwischen den teuren
Speichern an der Spitze der Hierarchie sehr schnell geschieht. Insbesondere ist die

Geschwindigkeit, mit der arithmetische Operationen ausgefiihrt werden, sehr viel
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Abbildung 4.1: Hierarchischer Speicher

hoher als die Geschwindigkeit, mit der Daten transportiert werden. Faktoren zwi-
schen 10 und 10000 (je nach Speicherebene) sind nicht ungewohnlich. Algorithmen
miissen also so gestaltet werden, dass der Datentransport zwischen verschiedenen

Speicherebenen moglichst klein ist.

Dass die Reihenfolge, in der die Schleifen im Gauflschen Eliminationsverfahren durch-
laufen werden, auf die Laufzeit eines Programms einen Einfluss hat, sieht man so
ein: Eine Matrix wird in einem langen (eindimensionalen) Array gespeichert. In C

geschieht das zeilenweise:

a(l,1) — a(l, — a(l, — — a(l,n
— a(2,1) — a(2, — a(2, — —  a(2,
— a3, — a3, — a3, — — a(3,
— a(n,1) — a(n,2) — a(n,3) — ... — a(n,n)

In der zeilenorientierten Version in Algorithmus 4.8. werden in der innersten Schleife
Daten verwendet, die im Speicher nahe beieinander liegen. Es sind daher nur wenige
Datentransporte zwischen den verschiedenen Speicherebenen erforderlich. Fiir die
spaltenorientierte Version liegen die nacheinander benutzten Daten (wenigstens fiir
grofie Dimensionen n) sehr weit auseinander, und daher ist ein “cache miss” (das
bendétigte Wort liegt nicht im Cache, und es miissen zwei Blocke zwischen dem Ca-

che und dem Hauptspeicher ausgetauscht werden) oder sogar ein “page fault” (das
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bendtigte Wort liegt nicht einmal im Hauptspeicher, und es miissen zwei Seiten zwi-
schen dem Hauptspeicher und der Platte ausgetauscht werden) wahrscheinlicher. In
FORTRAN ist die Situation umgekehrt. Matrizen werden spaltenweise gespeichert,
und fiir Algorithmus 4.9. ist die Datenlokalitéit hoch, wéihrend sie in Algorithmus 4.8.
gering ist. Um nicht fiir jeden neuen Rechner neue Software schreiben zu miissen,
um die Modularitdt und Effizienz von Programmen zu erhohen und um ihre Pflege
zu erleichtern, wurden Standardoperationen der (numerischen) linearen Algebra, die
basic linear algebra subprograms (BLAS), definiert, und es wurden Standardschnitt-
stellen fiir ihren Aufruf festgelegt. Diese werden (jedenfalls fiir Hochleistungsrechner)
von den Herstellern auf der Hardwareebene realisiert (nicht zuletzt, da die Hersteller
wissen, dass die iiblichen Benchmarktests Programme enthalten, die aus den BLAS
Routinen aufgebaut sind!). Die Benutzung der BLAS in eigenen Programmen bietet

eine Reihe von Vorteilen:

— Die Robustheit von Berechnungen der linearen Algebra wird durch die BLAS
erhoht, denn in IThnen werden Details der Algorithmen und der Implementie-
rung beriicksichtigt, die bei der Programmierung eines Anwendungsproblems
leicht iibersehen werden, wie z.B. die Beriicksichtigung von Overflow Proble-

mern.

— Die Portabilitdt von Programmen wird erhéht, ohne auf Effizienz zu verzich-
ten, denn es werden optimierte Versionen der BLAS auf Rechnern verwendet,
fiir die diese existieren. Fiir alle anderen Plattformen existieren kompatible
Standard Fortran oder C Implementierungen. Diese kénnen als Public Do-

main Software bezogen werden von
http://www.netlib.org/blas/
bzw.
http://www.netlib.org/clapack/cblas/

Im ATLAS Projekt (Automatically Tuned Linear Algebra Software) wurden
und werden empirische Methoden entwickelt, um Bibliotheken hoher Perfor-
mance zu erzeugen und zu pflegen, und so in der durch die Software diktierten
Geschwindigkeit Schritt mit der Hardware Entwicklung zu halten. Es werden
z.B. fiir den benutzten Rechner die Groflen des Registers und Caches ermit-
telt und fiir die Level 2 und Level 3 BLAS die Blockgréfien angepasst. Die im
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ATLAS Projekt entwickelte BLAS, fiir die es Fortran und C Interfaces gibt,

kann herunter geladen werden von
http://www.netlib.org/atlas/

— Die Lesbarkeit von Programmen wird dadurch erhéht, dass mnemonische Na-
men fiir Standardoperationen verwendet werden und der Programmablauf
nicht durch Codierungsdetails unterbrochen wird. Dies erleichtert auch die

Dokumentation von Programmen.

Die erste Stufe der BLAS Definitionen (Level 1 BLAS oder BLAS1) wurde 1979
durchgefiihrt [70] und enthielt Vektor-Vektor Operationen wie das Skalarprodukt
oder die Summe eines Vektors und des Vielfachen eines weiteren Vektors. Es wurde
eine Namenskonvention eingefiihrt, die einen drei- bis fiinfbuchstabigen, einpriagsa-
men Namen verwendet, dem ein Buchstabe zur Kennzeichnung des Datentyps voran-
gestellt wird (S, D, C oder Z). Als Beispiele nennen wir nur die Function _DOT, fiir
die durch “ALPHA=DDOT(N,X,1,Y,1)” das innere Produkt der doppeltgenauen
Vektoren x und y der Dimension n berechnet wird, oder die Subroutine _AXPY (“a
x plus y”) mit dem Aufruf “CAXPY(N,ALPHA ,X,1,Y,1)” durch die fiir die kom-
plexen Vektoren x und y der Dimension n der komplexe Vektor ax + y berechnet
wird und im Speicher von y abgelegt wird. Statt der Einsen in den Aufrufen kann
man Inkremente angeben, so dass auch innere Produkte der Art

n—1

Z A1+mja2+4mj
J=0

berechnet werden konnen, also bei spaltenweiser Speicherung einer (m, n)-Matrix A

das innere Produkt der ersten und zweiten Zeile.

Beispiel 4.10. Als Beispiel betrachten wir die Bestimmung des inneren Produktes
zweier Vektoren der Dimension n = 107. Wir verwenden (wie auch bei den folgenden
Beispielen zur Performance der BLAS Routinen) eine HP 9000/785/C3000 Worksta-
tion mit einer CPU 2.0.PA8500 mit der Taktfrequenz 400 MHz und den Fortran90
Compiler f90-HP. Die folgende Tabelle enthilt die Laufzeiten eines naiven Codes
mit einer Laufanweisung, einer BLAS1 Implementierung in FORTRANT7, die aus
der netlib heruntergeladen werden kann, einer BLAS Implementierung, die mit dem
Fortran90 Compiler von HP geliefert wird, und einer optimierten BLAS Routine der
veclib von HP.
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Implementierung CPU Zeit Relation

naiv 0.92 7.9
BLAS (netlib) 0.52 4.5
BLAS (f90-HP) 0.29 2.4
BLAS (ATLAS) 0.23 2.0
veclib 0.12 1.0

Die BLAS1 haben zu effizienten Implementierungen von Algorithmen auf skalaren
Maschinen gefiihrt, auf Vektorrechnern oder Parallelrechnern werden weitere Stan-
dardoperationen bendtigt. Man kann z.B. das Produkt einer Matrix A mit einem

Vektor « codieren als

Algorithmus 4.11. (Matrix-Vektor Produkt mit DAXPY)
Y=zeros(n,1);
for j=1 : n
DAXPY(n,X(j),AC:,j),1,Y,1)

end

Dabei wird aber nicht beriicksichtigt, dass der Ergebnisvektor y im Register ge-
halten werden konnte. BLAS1 hat also den Nachteil, dass zu wenige (niitzliche)
flops ausgefithrt werden im Verhéltnis zu (nutzlosen) Datenbewegungen. Fiir die
Ausfithrung eines _AXPYs sind z.B. 3n + 1 Speicherzugriffe erforderlich (die Vekto-
ren x und y und der Skalar o miissen gelesen werden, und der Ergebnisvektor y
muss geschrieben werden) und es werden 2n flops ausgefiihrt. Das Verhéltnis ist also
2/3. Dies wurde verbessert mit der Definition der Level 2 BLAS oder BLAS2 in
[28], die Matrix-Vektor Operationen enthalten, wie z.B. subroutine _GEMV, durch die
y «— aAx + [y berechnet wird, das Produkt einer Dreiecksmatrix mit einem Vek-
tor, Rang-1- oder Rang-2-Aufdatierungen von Matrizen wie A + axy’ + A, oder
Losungen von Gleichungssystemen mit Dreiecksmatrizen. Fiir die Subroutine _GEMV
sind im n-dimensionalen Fall n?+3n+ 2 Speicherzugriffe erforderlich, und es werden
2n? flops ausgefiihrt. Das Verhéltnis ist also 2. Algorithmus 4.9. ist schon fast eine
BLAS2 Implementierung der LR Zerlegung. Man muss nur noch die Modifikationen
der Spalten zu einer Rang-1-Modifikation des unteren (n —i,n —i)-Blocks umschrei-
ben. In Algorithmus 4.12. haben wir gleich (fiir den spateren Gebrauch) den sich

ergebenden Algorithmus fiir eine (m,n)-Matrix A mit m > n beschrieben, wobei
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A durch die untere (m, n)-Dreiecksmatrix L und die obere (n,n)-Dreiecksmatrix R

uberschrieben wird.

Algorithmus 4.12. (LR Zerlegung; BLAS2)
for i=1: n-1
a(i+l:m,i)=a(i+1l:m,i)/a(i,i);
a(i+l:m,i+1:n)=a(i+1l:m,i+1:n)-a(i+1:m,i)*a(i,i+1:n);

end

Beispiel 4.13. Als Beispiel zur Performance der BLAS2 betrachten wir die Be-
stimmung des Produktes einer (10%,10%)-Matrix mit einem Vektor. Hierfiir erhélt

man die Laufzeiten

Implementierung CPU Zeit Relation

naiv 4.32 61.7
BLAS2 (netlib) 1.39 19.9
BLAS2 (f90-HP) 0.62 8.9
BLAS2 (ATLAS) 0.17 2.4
veclib 0.07 1.0

Fithrt man das Matrix-Vektorprodukt mit Hilfe der BLAS1 Routine DDOT aus, so
erhélt man die folgenden Laufzeiten. Wir vergleichen hier mit der BLAS2 Routine
der veclib und der BLAS2 Routine derselben Quelle.

Implementierung CPU Zeit rel. zu BLAS2 (veclib) rel. zu BLAS2

BLAS1 (netlib) 2.57 36.7 1.8
BLAS1 (f90-HP) 2.49 35.6 4.0
BLAS1 (ATLAS) 2.31 33.0 13.6
veclib 2.06 29.4 29.4

Fiihrt man das Matrix-Vektor Produkt schliefSlich mit der BLAS1 Routine DAXPY
durch (vgl. Algorithmus 4.11.), so erhélt man

Implementierung CPU Zeit rel. zu BLAS2 (veclib) rel. zu BLAS2

BLASI (netlib) 0.55 7.9 0.4
BLAS1 (f90-HP) 0.23 3.3 0.4
BLAS1 (ATLAS) 0.28 4.0 1.7

veclib 0.09 1.3 1.3
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Dass die BLAS1 Ergebnisse mit DAXPY wesentlich besser sind als mit DDOT
ist klar, da im ersten Fall auf die spaltenweise Speicherung der Matrix in Fortran
Riicksicht genommen wird und die Datenlokalitdt gewahrt wird. Dass die BLAS1
Realisierung unter Verwendung der netlib schneller ist als die entsprechenden BLAS2
Tests, liegt daran, dass in der Prozedur DAXPY Loop unrolling verwendet wird,
wéhrend dies in DGEMYV nicht verwendet wird. O

In Level 3 BLAS [27] oder BLAS3 wurden schliellich Matrix-Matrix Operationen
wie C' «— aAB + fC aufgenommen. Um die Wiederverwendung von Daten in den
Registern oder im Cache in moglichst hohem Mafle zu erreichen, werden die betei-
ligten Matrizen in Blocke unterteilt und die Operationen blockweise ausgefiihrt. Auf
diese Weise erreicht man, dass fiir die obige Operation bei 4n? + 2 Speicherzugrif-
fen 2n® + O(n?) flops ausgefiihrt werden, das Verhiltnis von niitzlicher Arbeit zu
Speicherzugriffen also auf n/2 steigt. Als Beispiel betrachten wir wieder die LR Zer-
legung einer (n,n)-Matrix ohne Pivotsuche. Wir nehmen an, dass schon die ersten
t — 1 Spalten von L und die ersten ¢ — 1 Zeilen von R bestimmt sind. Wir haben

also schon die Zerlegung

A A Agg L, O O R, Ry, Ry
A= A21 A22 A23 = Ly, I, O O A22 A23
Az Az Asg Ly O I n—b—i+1 O Az Ag

mit A;; € ROV Y A, € ROY und Asy € RO+ (die Dimensionen
der anderen Blocke ergeben sich hieraus). Wir beschreiben, wie wir die néchsten b

Spalten von L und b Zeilen von R erhalten. Dazu wenden wir Algorithmus 4.12. auf

. . Ao
die Untermatrix -
32

) an und erhalten

- = R,. (4.4)
Ay L

Hiermit gilt fiir den unteren (n — i+ 1,n — ¢ + 1)-Block
Ay A _ LRy Ay
Az Ass L3Ry, Asg
_ Ly, o Ry, L2_21A23
Ly I, 4 i1 O Aj; — L3p(Ly, As)

_. Ly O Ry Ry;
Ly Iy it O Aj — LypRy)
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. Lj; o Ry
- ~ neu
L32 In—b—i—l—l o A33
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Damit erhélt Algorithmus 4.12. unter Benutzung von BLAS3 die folgende Gestalt:

Algorithmus 4.14. (LR Zerlegung; BLAS3)

{422 _ Ly R,
Aso L

unter Benutzung von Algorithmus 4.12..

(1) Faktorisiere

(2) Berechne Ry3 = L§21A23. Es muss also ein Gleichungssystem mit einer Drei-

ecksmatrix und mehreren rechten Seiten gelost werden. Hierzu gibt es eine

BLAS3 Subroutine.

(3) Bestimme
~neu

A33 - A33 - L32R23'

Beispiel 4.15. Als Beispiel zur Performance der BLAS3 betrachten wir die Be-

stimmung des Produktes zweier (103, 10%) Matrizen. Hierfiir erhéilt man die Laufzei-

ten

Implementierung CPU Zeit Relation
naiv 462.42 247.34
BLAS3 (netlib) 320.00 1711
BLAS3 (f90-HP) 7.25
BLAS3 (ATLAS) 4.26
veclib 1.87

Fiihrt man das Produkt mit Hilfe der BLAS2 Routine DGEMYV aus, so erhéilt man
die folgenden Laufzeiten. Wir vergleichen hier wieder mit der BLAS3 Routine der

veclib und der BLAS3 Routine derselben Quelle.

Implementierung CPU Zeit rel. zu BLAS3 (veclib) rel. zu BLAS3
BLAS2 (netlib) 148.23 79.3 0.4
BLAS2 (f90-HP) 49.06 26.2 6.8
BLAS2 (ATLAS) 1891 10.1 4.4
veclib 9.62 0.1 5.1
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Fortran90 enthélt schiefllich noch die Routine MATMUL zur Multiplikation zweier
Matrizen. Hiermit benotigt man eine Laufzeit von 4.91 Sekunden, d.h. das 2.6-fache

der Zeit mit Hilfe der veclib Routine.

Die Verhéltnisse der Laufzeiten sind (wie auch in den letzten beiden Beispielen)
abhéngig von den Dimensionen der beteiligten Matrizen bzw. Vektoren. Wir de-
monstrieren dies an dem Beispiel der Matrizenmultiplikation unter Benutzung der
BLAS der netlib und veclib.

Dimension netlib veclib  Verhéltnis
50 0.03 0.001 30

70 0.08 0.001 80

100 0.26 0.003 87

300 7.79 0.050 156

500 40.03 0.216 185

700 119.30 0.619 193

1000  320.00 1.870 171

4.3 Bandmatrizen

In vielen Anwendungen besitzen die Koeffizientenmatrizen der linearen Gleichungs-
systeme Bandgestalt. Dabei heifit eine Matrix A Bandmatrix, wenn es Zahlen
p,q € IN gibt mit a;; = 0, falls j > i+q oder i > j+p. q heiit die obere Bandbrei-
te und p die untere Bandbreite. Wir sagen dann, dass A eine (p, ¢)-Bandmatrix

1st.

Beispiel 4.16. Die Bestimmung eines interpolierenden kubischen Splines fiihrt
auf ein lineares Gleichungssystem mit einer tridiagonalen Matrix, d.h. einer (1, 1)-

Bandmatrix. |

Beispiel 4.17. Diskretisiert man die Randwertaufgabe

-y +qlx)y=f(x), 0<az <1, y(0)=0, y(1) =0,
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indem man auf einem #quidistanten Gitter z; = ih, h = 1/(n + 1), die zweite

Ableitung 3" durch den zentralen Differenzenquotienten

1
y'(2) = 15 (y(x = h) = 2y(2) +y(z + 1))
ersetzt, so erhilt man fiir die Approximationen Y; =~ y(x;), i = 1,...,n ein lineares
Gleichungssystem
2+ h*q(x1) —1 0 ... 0 f(z1)
-1 2+ h2q(ze) —1 ... 0 f(z2)
1 ) ) . ) . )
AY = = : - T : Y =
0 0 0 ... 2+ h%*(z,) fx,)
mit einer tridiagonalen Matrix A. O

Beispiel 4.18. Ahnlich wie im letzten Beispiel liefert die Differenzenapproximati-

on

Yy (x) ~ %(y((i —2)h) = 4y((i = Dh) + 6y(ih) — 4y((i + 1)h) +y((i + 2)h)

der vierten Ableitung (zusammen mit der Diskretisierung der zweiten Ableitung aus

dem letzten Beispiel) die Diskretisierung der Randwertaufgabe

Y = f(z), 0<z <1, y(0)=y"(0)=y(1)=y"(1)=0

durch ein Gleichungssystem mit einer pentdiagonalen Matrix

5> —4 1 0
-4 6 -4 1

1

o 1 -4 6 —4 ... 0 O
o 0 0 O )

Gleichungssysteme mit Bandmatrizen kann man mit wesentlich weniger Aufwand
16sen als allgemeine Gleichungssysteme, da die Faktoren in einer LR Zerlegung einer

Bandmatrix ebenfalls Bandgestalt besitzen.

Satz 4.19. Ist A eine (p,q)-Bandmatriz und besitzt A eine LR Zerlegung, so ist
L eine (p,0)-Bandmatriz und R eine (0, q)-Bandmatriz.
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Beweis: Wir fithren den Beweis durch Induktion. Man rechnet leicht nach, dass

A [ u”’ B 1 oF 1 o’ a u’
\v B | v I, 0 B-tou” 0 I, /)’

gilt. Da A die untere Bandbreite p besitzt und die obere Bandbreite ¢, sind in w nur
die ersten ¢ Komponenten von 0 verschieden und in v nur die ersten p Komponenten.
Daher ist auch B eine (p,q)-Bandmatrix. Da B — é’uuT diejenige Matrix ist, die
man nach dem ersten Eliminationsschritt fiir A erhélt, besitzt diese Matrix eine LR

Zerlegung LR. Definiert man hiermit

1 o a ul
L= - und R = - ,
év L 0 R
so gilt A = LR, und L und R sind (p,0)- und (0, ¢)-Bandmatrizen. |

Die Ubertragung der GauB Elimination auf Bandmatrizen entsprechend Algorith-

mus 4.1. lautet

Algorithmus 4.20. (LR Zerlegung fiir Bandmatrizen)
for i=1 : n-1
for j=i+1 : min(i+p,n)

a(j,i)=a(j,i)/ai,i);

for k=i+1 : min(i+q,n)
a(j,k)=a(j,k)-a(j,i)*a(i,k);
end

end

end

Man zdhlt sofort ab, dass dieser Algorithmus (fiir p < n und ¢ < n) nur 2npq
flops bendtigt. Da die offensichtlichen Ubertragungen von Algorithmus 4.2. und Al-
gorithmus 4.3. zum Vorwérts- und Riickwértseinsetzen 2np und 2nq flops benoti-
gen, kann man also ein lineares Gleichungssystem mit einer (p, ¢)-Bandmatrix mit
2(p + q + pq)n flops losen. Ist eine vollsténdige Pivotsuche aus Stabilitétsgriinden
erforderlich, so wird die Bandstruktur der Faktoren offensichtlich zerstort. Wird nur
eine Spaltenpivotsuche durchgefiihrt, so bleibt in der Zerlegung von P A die Matrix
L eine (p, 0)-Bandmatrix, die Bandbreite von R kann aber erhoht werden zu p + q.
Dies sieht man so ein: Im ersten Eliminationsschritt sind bei jeder Wahl des Pivot-

elements in der ersten Spalte von L unterhalb der Diagonale héchstens p Elemente
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von 0 verschieden. Die Bandbreite wird am stérksten vergrofiert, wenn a1, als
Pivotelement gew#hlt wird. In diesem Fall sind nach der Vertauschung in der ersten
Zeile hochstens p + ¢ Elemente rechts von der Diagonale besetzt, und es kénnen
durch die Elimination in der Matrix a(2 : p,2 : p + ¢) von 0 verschiedene Elemente
erzeugt worden sein. Die untere Bandbreite p ist also nicht verdndert worden und
die obere auf hochstens p + g vergréBert worden. Gleiche Uberlegungen gelten auch

fiir die folgenden Eliminationsschritte.

Wir haben Algorithmus 4.20. so notiert, als werde die Bandmatrix A in einem
Array der Dimension (n,n) gespeichert. Dies ist natiirlich nicht sinnvoll, wenn die
Bandbreiten p und ¢ klein sind verglichen mit der Dimension n des Problems. Eine
verbreitete Moglichkeit ist es, die Spalten von A in einem (p+ ¢+ 1,n) Array A 7u
speichern gemé$ a(i,j) =a(i —j+q+1,7), d.h.

0 0 0 c. 0 Qa1,g+1 a2 g+2
0 ... ai 2,q+1 as,q+2
A-— 0 a12 (23 ... Udg-1gq Ag,q+1 Ag+1,q+2
ar a2z asy ... Qgq dg+1,g+1 Ag+2,q+2
21 a3z 43 coe Ogylg  Ggt2,q+41 Qg+3,qg+2
Ap+1,1 Ap+2,2 Ap+33 .- Qpiqq Optgtlg+l Optg+2,g+2

Die Zeilen von A enthalten dann gerade die Diagonalen der Matrix A. Soll auf diese
Matrix die Gaufl Elimination mit Spaltenpivotsuche angewandt werden, so wird man
weitere p Zeilen an den Anfang des Arrays A stellen, um die von Null verschiedenen

Elemente aufzunehmen, die im Verlauf des Algorithmus erzeugt werden.

4.4 Storungen linearer Systeme

Wir wollen nun den Begriff der Kondition einer Matrix einfiihren, deren Wert —
wie oben angedeutet — verantwortlich ist fiir die numerische Behandelbarkeit eines
linearen Gleichungssystems. Wir betrachten dazu neben dem linearen Gleichungs-
system

Ax =b (4.5)

mit der reguliren