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Kapitel 1

Grundbegriffe

Bei vielen Vorgéngen des taglichen Lebens, deren Ausgang nicht vorhersagbar ist,
verwendet man den Begriff des “Zufalls”, um die Ergebnisse zu erkléren (oder die

eigene Unwissenheit zu begriinden).

Dies ist z.B. bei der Zahl der Unfille aller Versicherten eines Unternehmens in ei-
nem festen Zeitraum, bei der Schadenshohe dieser Unfille, bei der Laufzeit einer
Maschine, aber auch bei Gliicksspielen (Lotto, Roulette, Wiirfelspiele) der Fall.

Eine grofie Zahl von Beobachtungsreihen mit solchen vom Zufall beeinflussten Vor-
giangen hat gezeigt, dass auch der Zufall Gesetzméfigkeiten geniigt. Auch wenn in
einer Krankenversicherung nicht vorhergesagt werden kann, welcher Versicherte zu
welchem Zeitpunkt erkrankt und welche Kosten damit verbunden sind, so konnen

doch die Gesamtkosten in einem Jahr im voraus geschitzt werden.

Die Stochastik ist diejenige mathematische Disziplin, die versucht, GesetzméBigkei-
ten bei vom Zufall beeinflussten Vorgéingen mathematisch zu beschreiben (hdufig mit
dem Ziel, Vorhersagen zu ermoglichen). Die vom Zufall gesteuerten Vorgénge nennen

wir Zufallsexperimente. Sie besitzen die folgenden charakteristischen Merkmale:

- sie sind (prinzipiell) unbeschriankt wiederholbar

- der Ausgang der einzelnen Experimente ist nicht vorhersagbar.

Definition 1.1. Die Menge aller mdglichen FErgebnisse des Zufallsexperiments

heifit Stichprobenraum. Er wird meistens mit €2 bezeichnet.
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Beispiel 1.2.

1. Werfen einer Miinze: Q; = {Kopf, Zahl}

2. Werfen eines Wiirfels: 0y =1{1,2,3,4,5,6}

3. Werfen von zwei Wiirfeln: Qg = Qs X Q9

4. Anzahl der Anrufe in einer Telefonzentrale : Q4 = INg = {0,1,2,...}

5. Laufzeit einer Maschine: Qs =R, =10, 00). O

Definition 1.3. FEin Ereignis ist eine Teilmenge A der Menge Q (mit noch zu
besprechenden Eigenschaften). Ist A = Q bzw. A = (), so sprechen wir von dem
sicheren bzw. von dem unmoglichen Ereignis . Die Teilmengen von €0, die

genau ein Element enthalten, heiffen Elementarereignisse.

Fiir die Mengenoperationen und -relationen verwendet man in der Stochastik auch

die folgenden Sprechweisen:

ACB : das Ereignis A zieht das Ereignis B nach sich.

AUB : Summe der Ereignisse A und B (es tritt A oder B ein)

ANB : Produkt der Ereignisse A und B (sowohl A als auch B tritt ein)
ANB =10 : sich ausschlieende Ereignisse

A\ B : Differenz der Ereignisse A und B (es tritt A aber nicht B ein)

A:=Q\ A : daszu A komplementire Ereignis (es tritt A nicht ein)

Wir ordnen nun Ereignissen Wahrscheinlichkeiten fiir ihr Auftreten zu. Eine natiirli-
che Vorgehensweise ist die folgende: Wir betrachten eine Folge von gleichartigen Zu-
fallsexperimenten. Wir bezeichnen mit p,, die Anzahl der Versuche unter den ersten
n Experimenten, bei denen das Ereignis A eintrat. Dann ist p,/n der Anteil der
Erfolge unter den ersten n Versuchen. Wichst n iiber alle Grenzen, so wird dieser
Quotient (hoffentlich) konvergieren, und man ordnet den Grenzwert dem Ereignis
A als “Wahrscheinlichkeit” zu:

H(A) = lim 22 (1.1)

n—oo n,

H(A) heifit relative Haufigkeit von A.

Beispiel 1.4. Abbildung 1.1 und Abbildung 1.2 enthalten die Quotienten p,, /n fiir
A = {1,2} in Beispiel 2 fiir 100 Wiirfe bzw. 800 Wiirfe. Wie erwartet konvergiert

pn/n gegen 1/3. O
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Abbildung 1.1: Beispiel 1.4. mit 100 Wiirfen
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Abbildung 1.2: Beispiel 1.4. mit 800 Wiirfen
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Die relative Haufigkeit besitzt die folgenden Eigenschaften:

1. Wegen 0 <p, <ngilt 0<p,/n<1,dh. 0<H(A) <1.
2. Fiir A = Q gilt sicher p, = n fiir alle n, d.h. H(Q) = 1.

3. Es gelte AN B = (. Ist p, bzw. ¢, bzw. r,, die Anzahl der Versuche unter den
ersten n Experimenten, bei denen A bzw. B bzw. AU B eingetreten ist, so gilt

Tn = Pn + G, und daher

H(AUB) = H(A) + H(B).

4. Sind Ay,..., A, endlich viele Ereignisse, die einander paarweise ausschlieffen
(dh. A; N A; =0 fiir i # j), so erhélt man durch Induktion

H (U Ai> _ S H(A).
=1 =1
Wir definieren umgekehrt

Definition 1.5. Fine Abbildung P (wie probability), die jedem Ereignis eine reelle
Zahl zuordnet, heifst Wahrscheinlichkeitsmafl, falls gilt:

(i) 0 < P(A) <1 fir alle Ereignisse
(ii) P(2) =1
(#ii) Ist A, eine Folge von Ereignissen, die einander paarweise ausschliefen, so gilt
P (U An> =2 P(4),
(dies ist eine Verschirfung der dritten Eigenschaft von H )
Hiermit kann man umgekehrt zeigen, dass bei geeigneter Definition der Begriffe
“Konvergenz” und “Folge identischer Experimente” (1.1) gilt.

Der Ubergang von endlichen zu abzihlbaren Vereinigungen in (iii) ist natiirlich, wie

das folgende Beispiel zeigt.



Beispiel 1.6. Wir betrachten die zufallsabhingige Anzahl von Teilchen, die in
einer Zeiteinheit von einem radioaktiven Priaparat in die Zdhlkammer eines Geig-

erzahlers eintreten.

Wir wihlen als Stichprobenraum 2 := IN (die Anzahl ist zwar endlich, aber es ist
unbequem, eine obere Schranke hierfiir festzulegen), wobei w € Q der Anzahl der
beobachteten Teilchen entspricht. P(w) sei die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass genau

w Teilchen eintreten.
Fiir alle n € N folgt aus der endlichen Additivitéit
1 = PQ)=P{0,....n}U{n+1,n+2,...})
= P{0,....n}H)+ P{n+1,n+2,...})
= P{i}) )+ P{n+1,n+2..)=s,+ P{n+1,n+2,...}).

i=0
Offensichtlich gilt 0 < sp < 57 < 859 < ... < s, < ... 1, daher gibt es ein s € [0, 1]
mit lim,_,, s, = s, und es folgt
Jim P({n+1,n+2..})=lim(1-s,)=1-s

n—oo

Nehmen wir an, dass s < 1 gilt, so erhalten wir wegen s,, < s fiir alle n
P{n+1,n+2,..})=1—-5,>1—5>0,

d.h. fiir beliebig grofle n € IN ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass mehr als n
Teilchen in die Kammer eintreten, grofier als die positive Zahl 1—s. Dies widerspricht

unserer Vorstellung. Es ist also sinnvoll, iiber die endliche Additivitéit hinaus

> r(h=1=r(Um).

n=0

oder (im Falle allgemeinerer Réume) (iii) zu fordern. O
Wir stellen nun einige Eigenschaften eines Wahrscheinlichkeitsmafles zusammen.

Lemma 1.7. (i) P(A) =1~ P(A) fiir alle Ereignisse A,
(ii) P(0) =0,
(i1i) P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B) fiir alle Ereignisse A und B,

(iv) AC B = P(A) < P(B).
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Beweis: (i) Wegen AU A = Q, und AN A = ( gilt nach Definition 1.5. (1) und
(i)

1=P(Q)=P(AUA) = P(A)+ P(A).
(i1) Wegen QU =0, DN = O gilt

P(0) = P(OUD) = P(0) + P(0) = P(0) = 0.

(iii) Es gilt AUB = AU(ANB) und B = (ANB)U (AN B), wobei die Vereinigungen
auf der rechten Seite jeweils disjunkt sind. Daher ist

P(AUB) = P(A)+ P(ANnB), P(B)=P(ANB)+ P(ANB),

und hieraus erhélt man die Behauptung.

(iv) Es gilt B= AU (BN A) (disjunkt), und P(B N A) > 0 liefert

P(B)=P(A)+ P(BNA) > P(A). |

Besonders einfach ist der Fall, dass die Menge 2 endlich oder abzéhlbar unendlich ist.
Sind dann die Wahrscheinlichkeiten der Elementarereignisse bekannt, so kann man
wegen (iii) die Wahrscheinlichkeit jedes Ereignisses bestimmen. Sei P({w}) = pu,
w € Q,und A C Q. Dann folgt aus (iii)

P(A) =>_p;-

Ein so definiertes Wahrscheinlichkeitsmaf3 P heifit diskret .

Noch einfacher ist der Fall, dass €2 endlich ist und dass alle Elementarereignisse gleich

wahrscheinlich sind (z.B. beim Werfen eines fairen Wiirfels). Dann gilt p; = — fiir
n

k
alle j, und fiir eine beliebige Teilmenge A von 2 ist P(A) = e falls A genau k

Elemente besitzt.

Dies ist die klassische Definition der Wahrscheinlichkeit, die auf Laplace (1623-1662)
zuriickgeht. Da sich anfangs die Wahrscheinlichkeitstheorie vornehmlich mit Gliicks-
spielen beschiiftigte und da das Ereignis A héufig den giinstigen Fall bezeichnete,
bei dem man eine Auszahlung erhielt, findet man in der Literatur hierfiir auch die

Bezeichnung

P(4) = Anzahl der fiir das Eintreten von A giinstigen Ereignisse

Anzahl der moglichen Ereignisse



Im Falle einer abzéhlbar unendlichen Menge 2 ist es natiirlich unmdoglich, dass alle

Elementarereignisse gleiche Wahrscheinlichkeit besitzen. (beachte: P(§2) = %Cj p; =
j=1

).

Beispiel 1.8. Wir betrachten das Experiment, eine Miinze so oft zu werfen, bis

erstmals “Zahl” erscheint. Dies kann man beschreiben durch
Q:=IN, p;:= P(erste “Zahl” erscheint beim j-ten Wurf).

Da es genau 2’ (gleichwahrscheinliche) Moglichkeiten gibt, eine Miinze j-mal zu
werfen und nur bei einer von ihnen genau der j-te Wurf Zahl zeigt, gilt p; = 277,
Jj €N

Tatséchlich gilt
1

— L
pr > 105

7j=1

Ist A das Ereignis, dass die erste Zahl in einem Wurf mit ungerader Nummer auftritt,

so gilt

= £ o (1) a( )3

=1

Im Falle eines diskreten Wahrscheinlichkeitsmafles ist es verniinftig, als Ereignisse
alle Teilmengen von €2 zuzulassen. Ist ) eine iiberabzidhlbare Menge, so ist die Po-
tenzmenge (= Menge aller Teilmengen von ) als Menge aller Ereignisse hdufig zu

groBDie Menge A aller Ereignisse muss aber die folgenden Eigenschaften haben.

Definition 1.9. FEs sei Q) eine beliebige Menge. Ein System A von Teilmengen von
Q heifit o-Algebra in 2, wenn gilt

(i) Qe A
(i) Ac A = Ae A
(iii) A;j€e A, jeIN = [OJOAJ»EA
j=1
(die abzihlbare Vereinigung von Ereignissen ist ein Ereignis)

Bemerkung 1.10. Ist A eine o-Algebra, so liegen auch die abzidhlbaren Durch-

schnitte von Elementen aus A in A, denn
(o@)

und es liegen Mengendifferenzen in A, denn B\ A= Bn A. O

C8

n=1
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Beispiel 1.11. Die wichtigste o-Algebra (die nicht die Potenzmenge der Grund-
menge ist) ist die o-Algebra B der Borelschen Mengen in IR. Dies ist die kleinste
o-Algebra in IR, die alle Intervalle des Typs (—o0, a], a € IR, enthilt.

Die folgenden Gleichungen zeigen, dass B alle Intervalle in IR enthalt.

(0,8 = (=008 \ (=oc,a] € B, (a,b) = U(a,b—%]eb’,
nelN
0, = ﬂ(a—%,b]eB, la,b) = ﬂ(a—%,b)eB. o
nelN nelN

Bisher haben wir bei der Berechnung der Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A nur
vorausgesetzt, dass der Ausgang des Experiments in der Menge €2 liegt. Wir nehmen
nun an, dass wir die zusétzliche Information haben, dass der Ausgang des Experi-
ments in der Teilmenge B von €2 liegt. Dann kann diese zusétzliche Kenntnis die

Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten von A verdndern. Wir nennen sie die bedingte
Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B. (in Zeichen: P(A | B)).

Um die nachfolgenden Definition zu motivieren, betrachten wir ein diskretes Wahr-
scheinlichkeitsmaf}. Dann ist die bedingte Wahrscheinlichkeit eines Elementarereig-

nisses {j} C Q unter der Bedingung B offenbar

_bi falls 4
' J€E€B
P({j}|B) =3 F(B) ]
0 falls j € B,

und daher

P(A|B) = > P{j}|B)

- .’AZBP({j}|B)+ X PUIHB)
p; _ P(ANB)
s B P

Wir definieren daher allgemein

Definition 1.12. Es seien A, B € A mit P(B) > 0. Dann heifst

P(ANB)

PAIB) = =55

(1.2)

die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B . Im Falle P(B) =
0 ist P(A| B) nicht definiert.



Beispiel 1.13. Von 10000 IC Chips wurden 3000 von einer Firma X und 7000 von
der Firma Y gefertigt. 10 % der Chips, die von X hergestellt wurden, sind defekt
und 5 % der von Y gefertigten. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufillig
gewdhlter Chip, der defekt ist, von der Firma X gefertigt wurde?

Sei

A := {Chip wurde von der Firma X hergestellt}, B := {Chip ist defekt}.

Dann gilt
3000 650 300
P(A) = ——=0. P(B) = —— =0. P(ANnB)= —— =0.
(4) 10000 03, (B) 10000 0.065, (AN B) 10000 0.0,
und daher
0.03 30
PA|B)=——=—. O
0.065 65

Lost man die Gleichung (1.2) nach P(A N B) auf, so folgt
P(ANB)=P(A|B)-P(B), falls P(B)>0 (1.3)
und genauso
P(ANB)=P(B|A)-P(A), falls P(A)>0. (1.4)
(1.3) bzw. (1.4) heilen Multiplikationsregel fiir Wahrscheinlichkeiten .

Aus (1.3) und (1.4) folgt auch

igg || ﬁ; = ]]j((g)), falls P(A) - P(B) > 0.

In Beispiel 1.13. ist offensichtlich P(B|A) = 0.1 und daher

P(A[B) 30 | P(4)
P(BIA) ~ 65 P(B)

Beispiel 1.14. Ein Ubertragungskanal zur Ubermittlung binir (0,1) kodierter Da-

ten arbeite (verursacht durch stochastisches Rauschen im Kanal) unzuverlissig.

Aus Untersuchungen weifl man, dass

93% aller “1” richtig iibertragen werden,

92% aller “0” richtig iibertragen werden.

Ferner ist bekannt, dass 40% aller iibertragenen Zeichen “0” sind.
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Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein Ubertragungsfehler auftritt?

Wir modellieren das Zufallsexperiment “Ubertragen eines Bits” mit dem Stichpro-
benraum Q := {0,1}?. Dabei tritt (a,b) € Q als Versuchsausgang auf, wenn a
gesendet und b empfangen wurde. Da 2 endlich ist, wéihlen wir als o-Algebra die

Potenzmenge von ).

Uber das Wahrscheinlichkeitsmafl P wissen wir

P(“0” gesendet) = P({(0,0),(0,1)}) = 0.4,
P(“1” gesendet) = P({(1,0),(1,1)}) = 0.6,
P(“1” empfangen | “1”gesendet) = 0.93,
)

P(“0” empfangen | “0” gesendet) = 0.92.

Gesucht ist
p := P(“Fehliibertragung”) = P({(0,1), (1,0)}).
Nach der Multiplikationsregel fiir Wahrscheinlichkeiten gilt
p = P(“0” empfangen | “1”gesendet) - P(“1” gesendet)
+P(“1” empfangen | “0” gesendet) - P(“0” gesendet)
= 0.07-0.6+0.08-0.4 = 0.074.

Wir haben dabei verwendet, dass gilt
P(“0” empfangen | “1”gesendet) = 1 — P(“1” empfangen | “1” gesendet).
Dies ist zulédssig, denn fiir jede Menge B € A ist P(-| B) ein Wahrscheinlichkeitsmaf3

auf (9, A). O

Wir betrachten nun ein vollstindiges System A;, i = 1,...,n, von Ereignissen,

dh. Ay e Ai=1,...,n, mit A, NA; =0 firi# j und CJ A; = €, und es gelte
=1

P(A;) > 0 fiir alle i.

Es sei B € A. Dann gilt

B:BmQ:Bm(UAZ) U (BN A))

=1

und die Ereignisse B N A;, ¢ = 1,...,n schlieflen einander aus. Daher folgt

(Lnj Bn A, ) iP(BmAi), (1.5)
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und wegen P(A;) > 0 und (1.3)

P(B) = Y. P(B| A)P(A)). (1.6)

i=1
(1.6) heifit Formel fiir die totale Wahrscheinlichkeit . Sie ist offenbar auch fiir

den Fall n = oo richtig.

Eine typische Anwendung dieser Formel zeigt das folgende Beispiel.

Beispiel 1.15. In einem Betrieb wird ein Produkt von drei Maschinen gefertigt.
Die folgende Tabelle zeigt den Anteil jeder Maschine an der Gesamtproduktion und

den Ausschussanteil

Maschine  Anteil(%)  Ausschuss(%)

1 20 1
2 30 2
3 20 9

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufillig dem Lager entnommenes Er-

zeugnis nicht den Qualitdtsanspriichen gentigt?

Sei
A; := {Produkt wurde mit Maschine i erzeugt}, i =1,2,3

B := {Produkt ist Ausschuss}.

Dann bilden die A; ein vollstdndiges System von Ereignissen, und die Formel fiir die
totale Wahrscheinlichkeit liefert

P(B) = P(B|A)P(A1) + P(B|A2)P(A;) + P(B| A3) P(43)
= 0.01-0.5+0.02-0.34+0.05-0.2 = 0.02L.

Wir fragen nun nach der Wahrscheinlichkeit, dass ein dem Lager entnommenes,
defektes Produkt mit der Maschine i gefertigt wurde, d.h. P(A; | B).

Ausgehend von P(A;|B) - P(B) = P(B|A;)P(A4;) erhidlt man

P(B|A;)P(A;
P 5) = TR,
d.h.
PR PR PO
Py ) = 00302 _ 10

0.021 21
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Ist allgemein A;, i = 1,...,n, (< 00) ein vollstindiges System von Ereignissen, so
gilt genauso fiir jedes Ereignis B

P(B|A;) - P(A)
P(B)

und unter Benutzung der Formel fiir die totale Wahrscheinlichkeit

_ P(B|A)P(A)
PAIB) = S BB Ay P(Ay) (1.7)

(1.7) heift die Formel von Bayes.

Beispiel 1.16. Wir setzen Beispiel 1.14. fort und fragen, wie groff die Wahrschein-

lichkeit dafiir ist, dass eine “1” gesendet worden ist, wenn eine “0” empfangen wird?

Nach der Formel von Bayes gilt

P(“1” gesendet | “0”empfangen) = P({(1,0),(1,1)}|{(0,0),(1,0)})
P(“0” empfangen | “1”gesendet) - P(“1” gesendet)
P(“0” em. | “17gs.) - P(“17gs.) + P(“0” em.| “0”gs.) - P(“0”gs.)
0.07-0.6

= ~ 0.102.0
0.07-0.6+0.92-0.4

Beispiel 1.17. Ein Test zur Erkennung einer infektiésen Krankheit habe eine Zu-
verlissigkeit von 98%, er bescheinigt also 98% aller Gesunden, dass sie gesund sind,

und 98% aller Kranken, dass sie krank sind.

Es sei bekannt, dass ein Patient einer Risikogruppe angehért, in der 0.1% aller
Individuen die Krankheit haben. Wir grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass dieser

Patient tatsdchlich erkrankt ist, wenn der Test bei ihm positiv verlaufen ist.

Die Formel von Bayes liefert

P(positiv|krank) - P(krank))
P(positiv|gesund) P(gesund) + P(positiv|krank) - P(krank)

_ 0.98 - 0.001  0.047. -
0.02-0.999 + 0.98 - 0.001

P(krank|positiv) =

Es ist moglich, dass P(A | B) gegeniiber P(A) wichst (z.B. B= A, P(A) < 1) oder
fillt (z.B. B = A, P(A) > 0) oder unverindert bleibt. Im letzten Fall wird man die
Ereignisse A und B als unabhéngig betrachten.

Diese Definition ist nur sinnvoll, falls P(B) > 0 gilt. Aus (1.3) folgt dann P(ANB) =
P(A) - P(B), und diese Gleichung ergibt auch im Fall P(B) = 0 einen Sinn. Wir

definieren daher
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Definition 1.18. Zwei Ereignisse A und B heiflen unabhéngig (auch stocha-

stisch unabhdngig), wenn gilt

P(AN B) = P(A) - P(B). (1.8)

Beispiel 1.19. Eine Miinze werde dreimal geworfen. Es sei

A = {erster Wurf zeigt Kopf} = {KKK, KKZ, KZK,KZZ},
B = {zweiter Wurf zeigt Kopf} = {KKK,ZKK, KKZ,ZKZ}
C := {genau zwei nacheinander ausgefiihrte Wiirfe zeigen Kopf}

= {KKZ,ZKK}.
Dann gilt

und wegen
P(ANB) = PUKKK, KKZ}) = % — P(A)P(B)

sind A und B unabhéngig, wegen
P(ANC) = PUKKZ}) = é _ P(A)P(C)
sind A und C' unabhéngig, und wegen
P(BNC) = PUKKZ, ZKK}) = % £ P(B)P(C)

sind B und C' nicht unabhéngig. O

Definition 1.20. Die FEreignisse Aq,..., A, heiffen unabhingig, wenn fir jede

Teilmenge {i1, ... it} der Indexmenge {1,...,n}

k k

j=1 j=1

sie heiffen paarweise unabhingig, wenn
f)(flZ N Aj) = P(Al)P(Aj) fﬁ’f’ alle Z,j S {1, . .,n}, 1 7£ j,

qilt.

Aus der paarweisen Unabhéngigkeit von Ereignissen folgt i.a. nicht die Unabhéngig-

keit, wie das folgende Beispiel zeigt.
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Beispiel 1.21. Ein Paar von Miinzen werde geworfen. Sei

A = {erste Miinze zeigt Kopf} = {KK, K7},

B := {zweite Miinze zeigt Kopf} = {KK, ZK},
C := {genau eine Miinze zeigt Kopf} = {KZ, ZK}.
Dann gilt
1
P(4) = P(B) = P(C) = 5
und wegen

P(ANB) = % — P(A)P(B), P(ANC)= % — P(A)P(C)

1
und P(BNC) = 1= P(B)P(C)
sind die Ereignisse paarweise unabhéingig.

Wegen ANBNC =0 gilt
0= P(ANBNC) # P(A)P(B)P(C),

und sie sind nicht unabhéngig. O



Kapitel 2

Zufallsvariable

2.1 Motivation und Definition

Bei wahrscheinlichkeitstheoretischen Fragen interessieren héufig nicht alle Ereignisse
Ae A

Beispiel 2.1. Wir wiirfeln mit zwei Wiirfeln und fragen, mit welcher Wahrschein-
lichkeit die Summe der Augenzahlen grofier als 8 ist.

Naheliegender Wahrscheinlichkeitsraum zur Beschreibung dieses Experiments ist
Q= {(w,ws) :w; € {1,2,3,4,5,6},i =1,2}
mit dem Laplaceschen Wahrscheinlichkeitsmaf.

Gesucht ist P(A) fir A := {(wy,ws) : wy +wy > 8}.

Die Menge A kann man mit der Abbildung

Q — R
X =
(wl,w2) — W1 + w2

beschreiben als das Urbild der Menge B := {9,10, 11,12} bzgl. X oder kurz durch

A=X'B)=[X>9. O

Allgemeiner sind Abbildungen eines Wahrscheinlichkeitsraumes in die reellen Zahlen

niitzlich bei der Beschreibung von Versuchen. Wir haben Ereignisse bisher haufig
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verbal charakterisiert, z.B. “eine geworfene Miinze zeigt Kopt” oder “eine mehrfach

geworfene Miinze zeigt im j-ten Wurf erstmals Kopf”.

Diese Ereignisse lassen sich leichter mit einer Abbildung X : Q — IR als Urbildmen-
gen beschreiben, z.B. X (Kopf) = 0, X (Zahl) = 1. Dann gilt

“eine geworfene Miinze zeigt Kopf”

= X '{o}) = [X =0] = X !((—00,0.5]) =: [X < 0.5].
Mit der Abbildung
X (mehrfach geworfene Miinze zeigt genau im j-ten Wurf erstmals Kopf) = j
gilt

“eine mehrfach geworfene Miinze zeigt spétestens im k-ten Wurf Kopf”

— X M(—o0,k]) =: [X <K

Wir betrachten nur Abbildungen, die als Urbilder von Borelschen Mengen (dies sind
Mengen, die man durch (abzéhlbare) Vereinigung, Durchschnitts- und Differenzbil-
dung aus Intervallen erhilt) Ereignisse besitzen. Hierzu geniigt es zu fordern, dass
[X < a] € Afiir alle a € IR gilt (vgl. Beispiel 1.11.).

Definition 2.2. Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. FEine Abbildung X :
) — IR heifit Zufallsvariable, falls gilt

(X <ale A firalleaecIR.

Bemerkung 2.3. Der Begriff Zufallsvariable ist missverstindlich, hat sich aber
eingebiirgert. Besser wire Zufallsfunktion oder Zufallsabbildung oder (was bisweilen

auch benutzt wird) Zufallsgrofe. O

2.2 Verteilungsfunktionen

Definition 2.4. Sei X eine Zufallsvariable. Dann heifit die reelle Funktion
F:R—IR, F(t):=P(X <)

Verteilungsfunktion von X.
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0.8 m

0.6 m

L 1 1 L L
[0} 0.5 1 1.5 2

Abbildung 2.1: Verteilungsfunktion zu Beispiel 2.5.

Beispiel 2.5. Es sei

Q = {Kopf, Zahl}, P(Kopf) = P(Zahl) = %

und
X :Q— R, X(Kopf)=0, X(Zahl)=1.
Dann gilt
0 fiirt <0 0 firt<oO
(X <t]=4 {Kopf} fir0<t<1 = F(t)=14 05 fir0<t<1
Q fiir 1 <t 1 fir1 <t

Die Verteilungsfunktion F' (vgl. Abbildung 2.1) ist also eine Treppenfunktion, die
rechtsseitig stetig ist. O

In dem folgenden Satz fassen wir Eigenschaften von Verteilungsfunktionen zusam-

men.
Satz 2.6. Sei X eine Zufallsvariable mit der Verteilungsfunktion F. Dann gilt

(i) 0 < F(t) <1 firalleteR

(ii) F(t1) < F(ty) fir alle ti,to € R mit t < to, d.h. F ist monoton nicht
fallend.

(iii) limy oo F(£) =1, limy,_o F(£) =0

(iv) limy_,10 F(t) = F(to) fir alle ty € IR, d.h. F ist rechtsseitig stetig in R .
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Beweis: (i) ist wegen F'(t) = P(X < t) klar.
(ii) Fiir t1 < to gilt [X <] C [X < t3], und daher

F(t)) = P(X <t1) < P(X <ty) = F(ta).

(iii) und (iv) erhélt man sofort aus Lemma 2.7. 1
Lemma 2.7. Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Dann gilt

(i) (Ausschépfung von innen; Stetigkeit von unten).
Ist {A,} eine isotone Folge von Ereignissen, d.h. Ay C Ay C A3 C ..., so gilt

P(UAQzﬂg&PM@.
n=1

(ii) (Uberdeckung von auflen, Stetigkeit von oben).
Ist {A,} eine antitone Folge von Ereignissen, d.h. Ay D Ay D A3 D ..., S0
qilt

Beweis: (i) Wegen P(A,) < P(A4,4+1) < ... <1 existiert der Grenzwert

lim P(A,).

n—oo

Wegen Ay :=0 C Ay C Ay C ... gilt
U An = (A1 = Ag) U (4, = Ut~ A
n=1 n=1

und die Vereinigung auf der rechten Seite ist disjunkt. Daher folgt

P (@ An) e ( (A — A, 1)> =S (A — Ayy)

n=1

m—00 m—00

= lim i P(A,_1)) = lim P(A,).

(ii) Wegen A; D A, D ... erfiillt die Folge {A; — A, },, die Voraussetzungen des Teils
(i). Daher gilt

P(erﬁm>ZggHA—AJZPM)—ggHA)
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Andererseits gilt

PO ) = p(an0a)-r(n- fia)

zusammengenommen also die Behauptung. 1

Bemerkung 2.8. Beispiel 2.5. zeigt, dass Verteilungsfunktionen i.a. nicht links-

seitig stetig sind. O

Bemerkung 2.9. Fiir t € R gilt wegen Lemma 2.7.(ii)

1
P(X =1t) = limP(t—E<X§t)

n—oo

_ hmP([th]—[th—l])

n—oo n

= lim (P(th)—P(th—%))

n—oo
1

— F(f)— lim F <t - 5) — F(t) - F(t - 0),

n—oo

wobei F(t — 0) den linksseitigen Grenzwert von F' an der Stelle ¢ bezeichnet (er

existiert wegen der Monotonie von F).

Insbesondere gilt P(X = t) = 0 fiir jede Stetigkeitsstelle ¢ von F'. O

Bemerkung 2.10. Ist P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf der o-Algebra der Bo-
relschen Mengen B, so hat die durch F'(t) := P((—o0,t]) definierte Funktion F die

in Satz 2.6. enthaltenen Eigenschaften.

Umgekehrt kann man zeigen, dass es zu jeder monoton nicht fallenden, rechtsseitig
stetigen Funktion F' : IR — IR mit lim;, ., F(¢) = 0 und lim; ,,, F'(t) = 1 genau
ein Wahrscheinlichkeitsmafl P auf der o-Algebra der Borelschen Mengen gibt mit
P((—o00,t]) = F(t) fiir alle t € IR.

Die Verteilungsfunktionen und die Wahrscheinlichkeitsmafle auf B entsprechen ein-
ander also umkehrbar eindeutig, und es geniigt daher, die Verteilungsfunktionen zu

untersuchen. O

Beispiel 2.11.

0 , fir t<0
F(t) = .
1 —exp(—at) , fir ¢>0
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1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Abbildung 2.1: Exponentialverteilung

1k
0.8 4/—/f

0.6 i

0.4} -
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(¢} 1 2 3 4 5 6

Abbildung 2.3: Binomialverteilung (6, 0.3)

ist fiir jedes a > 0 eine Verteilungsfunktion, die Exponentialverteilung zum Pa-

rameter o.

Durch sie wird die Lebensdauer von Stoffen beschrieben, die (zumindest angenéhert)

keinem Alterungsprozess unterliegen. O

Beispiel 2.12. Es sei p € [0,1] und n € IN.

Dann ist

ro =3 () -

J<t

eine Verteilungsfunktion, die Binomialverteilung zu den Parametern n und p.
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L 1 1 1 L L
—0.2 (¢} 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abbildung 2.4: Verteilungsfunktion von Beispiel 2.13.

Diese tritt in der folgenden Situation auf. Bei der Produktion von Transistoren wird
bei der Endkontrolle ein zufillig ausgewéhlter Transistor mit der Wahrscheinlichkeit
p € [0,1] defekt sein. Die Kontrolle einer Einheit kann man beschreiben durch
den diskreten Wahrscheinlichkeitsraum Q; = {0,1} (0 =defekt, 1=nicht defekt),

P{0}) =p, P({1}) =1—p.

Die Entnahme von n Transistoren lésst sich beschreiben durch Q = {(wq,...,w,) :
w; € {0,1}}. Unter den Elementen von 2 gibt es (Z), die in genau & Komponenten
eine 0 enthalten. Daher ist die Wahrscheinlichkeit, dass genau k Transistoren in
einer entnommenen Stichprobe von n Transistoren defekt sind, (2) pF(1—p)"~*. Die

Zufallsvariable

X:0-oR, Xw)=)> w,
i=1

besitzt also eine Binomialverteilung. O

Beispiel 2.13.

0 fiir t<0
F(t)=14 025+t fiir 0 < t<0.5
1 fir 0.5 < ¢

ist offenbar eine Verteilungsfunktion.

Die Verteilungsfunktion in Beispiel 2.11. ist stetig, in Beispiel 2.12. stiickweise kon-

stant. Beispiel 2.13. kann geschrieben werden als Konvexkombination
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F(t) = L(Fi(t) + F»(t)), wobei

0 fir ¢t < 0 0 fiir < 0
Fit)={ 2t fir 0 < t<05 .5 =405 fir 0 < t<0.5
1 fir 05 < t 1 fir 0.5 < t
also Fy(t) stetig und Fy(t) stiickweise konstant ist. O

Allgemein kann man zeigen, dass jede Verteilungsfunktion als Konvexkombination
F(t) = a1 Fi(t) + aoFy(t) + asF3(t), 0 < ap,az,a3, ap+ay+az=1,

geschrieben werden kann, wobei Fj(t) eine stetige Verteilungsfunktion ist, Fy(¢)
eine stiickweise konstante Verteilungsfunktion (mit endlich oder abzéhlbar vielen

Spriingen) und F3(t) eine “singulire” Verteilungsfunktion ist.

Da singuliar Verteilungsfunktionen keine praktische Bedeutung besitzen, beschrian-

ken wir uns auf den Fall a3 = 0.

Definition 2.14. Ist ap = 0 und a3 = 0, also F(t) stetig, so nennen wir die
Zufallsvariable X stetig , ist oy = 0, g = 1, also F stiickweise konstant, so heifit
die Zufallsvariable X diskret , und im Falle 0 < oy, 9 < 1, ay + a9 = 1, heifit die
Zufallsvariable X vom gemischten Typ.

2.3 Ziahldichten

Wir betrachten nun eine diskrete Zufallsvariable X. Dann gibt es endlich oder
abzdhlbar unendlich viele Punkte tg,%,%9,..., so dass alle Ereignisse mit positi-
ver Wahrscheinlichkeit in der Vereinigung der Mengen der Gestalt [X = ¢;], i =
0,1,2,..., enthalten sind.

Definition 2.15. FEs sei X eine diskrete Zufallsvariable. Dann heifst die reelle
Funktion

F(t) = P(X =t) = F(t) — F(t — 0)

die Zahldichte (oder auch nur Dichte) von X.
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Die Z&hldichte ist nur in den Punkten ¢;, 2 = 0,1, ..., von Null verschieden. Mit der
Verteilungsfunktion besteht der folgende Zusammenhang.
F(t) =" f(t).
ti<t

Wir geben nun die Zihldichten der wichtigsten diskreten Verteilungen an.

Beispiel 2.16. Fiir die Binomialverteilung ist f(t) # 0 genau fiir t = i, i =
0,...,n, und die Zahldichte ist

fli) =:b(isn,p) = (?) p(1—p)" .

Ist n grofl so ist die Berechnung der b(i; n, p) sehr aufwendig. Fiir n = 2 bis n = 49
wurde sie vom National Bureau of Standards (1950) und fiir n = 50 bis n = 100

von H.G. Romig (50 — 100 Binomial Tables, Wiley 1953) tabelliert. O

Beispiel 2.17. Wir betrachten das folgende Problem: Aus einer Gesamtheit von
N Produkten, von denen genau a defekt seien, werde eine Stichprobe vom Umfang n
gezogen. Wir fragen nach der Wahrscheinlichkeit dafiir, dass genau ¢ der ausgewihl-
ten Produkte defekt sind.

Die i defekten Produkte konnen auf genau (‘;) Weisen gezogen werden, die n — ¢
nicht defekten Produkte auf genau (]Z ::’) Arten. Es konnen also die ¢ defekten und
die n — i nicht defekten Produkte auf genau (‘;) (]X :f) Arten ausgewahlt werden.

Da n Objekte aus einer Gesamtheit von N Objekten auf genau (Z ) Weisen gezogen

werden konnen, ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit

a\ [(N—a
f(i) =t h(isn,a,N) = (Z)((Af)i), i=0,...m i<a n—i<N—a.
Die Zahldichte h definiert die hypergeometrische Verteilung .

Man kann zeigen, dass bei wachsenden N und a, so dass % gegen ein p € [0,1]

konvergiert, die hypergeometrische Verteilung h(i;n, a, N) gegen die Binomialvertei-
lung b(7; n, p) konvergiert. Ist also N grof§ gegen n, so kann man h(i;n,a, N) durch
b (i; n, %) ersetzen. Schon im Falle n < % erhédlt man hiermit gute Ergebnisse. [
Beispiel 2.18. Die Binomialverteilung kann man wiederum fiir grofie n durch die
Poissonverteilung approximieren, die durch die Zihldichte

i

m(i;\) =e - ?—' i € N,
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definiert ist, wobei A > 0 ein Parameter ist.

Wegen _
S ow(i;\) = e_AZ),\—' =1
=0 =0 &
ist m (i, \) eine Zidhldichte. O

Genauer gilt

Satz 2.19. Sei {b(n,p,)}nen eine Folge von Binomialverteilungen mit A, := n -

Pn — A > 0. Dann gilt

dim b(i;n, pp) = 7(i;A)  fir alle i € IN,.

Beweis: durch vollstdndige Induktion: Fiir « = 0 gilt

b(0; 1, pn) = (3);93(1 ) = (1 _ ﬁ) I

n

Ist die Behauptung fiir ein ¢ € INy bewiesen, so folgt wegen

i+ Lin,pa) _ ()P (L =p)" i A/ A
b(ism, pn) (")pi(1 = pa)n i+11=A/n " i41

die Behauptung

. | A ‘ . pXan B
Jim b(i + 13, pn) = 7 N b(is . pn) = G+ '

Zu den angesprochenen Approximationseigenschaften betrachten wir

Beispiel 2.20. Bei der Produktion einer Ware sei 25% Ausschuss. Aus einer Ge-
samtheit von N Produkten wird eine Stichprobe vom Umfang 10 zufillig ausgewéhlt.
Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit W dafiir, dass hochstens 2 Produkte der Stich-
probe defekt sind?

Im Falle N =20 bzw. N = 100 bzw. N = 1000 erhalt man

W = h(0;10,5,20) + h(1;10,5,20) + h(2; 10, 5, 20) = 0.5000
W = h(0;10,25,100) + h(1; 10, 25,100) + h(2; 10,25,100) = 0.5217
W = h(0;10,250,1000) + ... = 0.5252.
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Wegen + = 0.25 = p erhélt man in allen drei Féllen mit der Binomialverteilung als

Naherung
W =~ b(0;10,0.25) 4+ b(1; 10, 0.25) 4+ b(2; 10, 0.25) = 0.5256.
Mit der Poissonverteilung erhélt man hierfiir als Approximation

W m(0;2.5) +7(1;2.5) + 7(2;2.5) = 0.5438. O

Beispiel 2.21. Wir betrachten eine Folge von Bernoulliexperimenten (d.h. Versu-
che mit zwei moglichen Ergebnissen, wobei der “Erfolg” mit Wahrscheinlichkeit p
und der “Misserfolg” mit Wahrscheinlichkeit ¢ := 1 — p eintritt). Fiihrt man diesen

Versuch genau n mal durch, so ist die Anzahl der Erfolge natiirlich binomialverteilt.

Wir fiihren die Experimente nun bis zum ersten Erfolg durch. Dann ist die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, dass genau im i-ten Versuch sich der erste Erfolg einstellt,

offenbar
f(@i)=q""p.
Dies ist eine Zahldichte auf IN, denn

S0 =3 = r g L

=1 1_p)

Sie definiert die geometrische Verteilung .

Die geometrische Verteilung spielt eine Rolle bei Warteschlangenproblemen. Be-
trachtet man z.B. ein time-sharing System eines Computers mit fester Zeitintervall-
zuteilung und ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Ausfiihrung eines Program-

mes am Ende eines Intervalls beendet ist, gleich p, so ist die Anzahl der Zeitintervalle

bis zum Programmende geometrisch verteilt. O

Bemerkung 2.22. Neben der geometrischen Verteilung betrachtet man die mo-

difizierte geometrische Verteilung mit der Zihldichte

f(i) :==¢'p, i€ Ny,

die man durch Umnummerierung aus der geometrischen Verteilung erhélt. O
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2.4 Dichten

Ist die Zufallsvariable X stetig, ist also die zugehorige Verteilungsfunktion F' stetig,
so gilt P(X =t) = F(t) — F(t — 0) = 0 fiir alle ¢ € IR, und anders als bei diskreten
Zufallsvariablen ist diese Funktion nicht zur Beschreibung der Verteilung von X

geeignet.

Fiir diskrete Verteilungen ist der Zusammenhang zwischen der Verteilungsfunktion

und der Z#hldichte gegeben durch

Eine natiirliche Verallgemeinerung hiervon fiir stetige Zufallsvariable fiihrt auf die

folgende Definition.

Definition 2.23. Fs sei X eine stetige Zufallsvariable mit der Verteilungsfunktion
F'. Existiert eine integrierbare Funktion f : IR — IR mit

t

F(ty= [ f(s)ds,
so heifit f Verteilungsdichte oder kurz Dichte von X.

Ist f eine Dichte von X und ist f stetig in ¢ € IR, so gilt

1 .
lim +-(F(t + h) — F(2)) = lim

> =
~
~
w
SN—
QL
)
Il
-
—
~
SN—

d.h. F ist differenzierbar in ¢t und F'(t) = f(t).

Da F monoton nicht fallend ist, gilt f(¢) > 0 in jedem Stetigkeitspunkt ¢ von f.

Ferner ist

[ f(s)ds = lim F(t) =1,
und fiir jedes Intervall (a,b] C IR
b
Pla< X <b)=F(b) - Fla) = /f(s) ds

(und wegen der Stetigkeit von F ist dies auch gleich P(a < X <b) = Pla < X <
b) = Pla < X <D)).
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Ist umgekehrt f : IR — IR integrierbar mit

(i) f(s) >0 fir alle s € IR

(i) J F(s)ds =1,

4
so wird durch F(t) := [ f(s)ds eine stetige Verteilungsfunktion definiert.

—00

Wir geben in den folgenden Beispielen die Dichten der wichtigsten stetigen Vertei-

lungen an.

Beispiel 2.24. Eine stetige Zufallsvariable X heifit gleichverteilt auf dem In-
tervall [a, b], wenn X die Dichte

£(s) bla fiir a<s<b
s) = -
0 sonst

besitzt. Die Verteilungsfunktion F' ist dann offenbar

. 0 fir t<a
F(t):/f(s)ds: z “ fir a<t<b
—a
- 1 fir b<t.

Auf dem Intervall [a, b] gleichverteilte Zufallsvariable eignen sich offensichtlich zur
Beschreibung von Beobachtungen, bei denen die Ergebnisse nur Zahlen des Intervalls
[a,b] sind und fiir die die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das Ergebnis in einem

Teilintervall [c, d] von [a, b] liegt, nur proportional zur Lénge d — ¢ ist. O

Beispiel 2.25. Die Exponentialverteilung mit Parameter a besitzt die Verteilungs-

funktion
0 fir t<0
F(t) = ir
1 —exp(—at) fir t>0,
und damit die Dichte
0 fir s<0
f(s) = )
aexp(—as) fir s> 0. O



28 KAPITEL 2. ZUFALLSVARIABLE

Wir haben bereits erwahnt, dass durch exponentialverteilte Zufallsvariable Warte-

zeiten fiir Prozesse beschrieben werden, bei denen Alterung keine Rolle spielt, z.B.

— die Zeit zwischen zwei eingehenden Anrufen in einer Telefonzentrale bzw. bis

zum ersten Anruf
— die Lebensdauer eines elektronischen Bauteils

— die Reparaturzeit einer defekten Komponente eines Systems.

Diesen Zufallsvariablen ist gemeinsam, dass sie kein Gedachtnis haben. Wir demon-

strieren dies an dem folgenden Beispiel.

Beispiel 2.26. Es sei die Lebensdauer X eines Transistors exponentialverteilt. Es
sei X >t fiir ein t > 0, und es sei Y die verbleibende Lebensdauer des Transistors,
d.h. Y := X — t. Wir zeigen, dass die Verteilungsfunktion G von Y mit der von X

iibereinstimmt.

Es sei y > 0. Dann gilt, wenn f die Dichte von X bezeichnet,

Gly) = PY <ylX>t) = P(X—-t<ylX>1)

 P(t<X<t+4y) [P f(s)ds

B P(X >t) [P f(s)ds
JP aexp(—as)ds  exp(—at)(1 — exp(—ay)
[P aexp(—as)ds exp(—at)

= 1—exp(—ay).

Firy < 0ist G(y) = P(X <y +t/X >1t) =0, da dann
(X <y+tNn[X >t =0.

Ist umgekehrt X eine nichtnegative stetige Zufallsvariable “ohne Gedéchtnis”, so ist

X exponentialverteilt, denn fiir y > 0,¢ > 0 folgt aus

Pt<X <y+t)
P(X >1t)

=PX<y=P0< X<y
mit der Verteilungsfunktion F' von X

Fly+1t) = F(t) = (1= F())(F(y) — F(0)).
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Wegen F'(0) = 0 erhélt man hieraus

Fly+t) - Fly) _ F(t) - F(0)

e A C))]

und fiir t — 0
F'(y) = F'(0+0)(1 - F(y)).

Durch Trennung der Variablen erhilt man als Losung dieser Differentialgleichung
1-F(y)=C-exp(—F'(0+0)y), C €R.
Die Anfangsbedingung F(0) = 0 liefert C' = 1, und mit « := F'(0 + 0) erhilt man

F(y) =1—exp(~ay), y>0. O

Beispiel 2.27. Die Exponentialverteilung ist ein Spezialfall der Erlang Vertei-
lung FE(n,«) mit den Parametern n € IN und « > 0, die definiert ist durch die

Verteilungsfunktion
0 , t<0
F(t) = n—1 t k
) 1—exp(—at)z(a) , t>0
k=0 k!
und die Dichte
0 , <0
S) = n—1
1) aexp(—as) ((ZS_) o s > 0.

Wie wir noch sehen werden, wird durch E(n, «) die Wartezeit bis zum Eintreten des
n-ten Ereignisses in einem Prozess ohne Gedéchtnis beschrieben (z.B. Wartezeit bis

zum n-ten Anruf in einer Telefonzentrale). O

Beispiel 2.28. Eine weitere Verallgemeinerung der Exponentialverteilung ist die
Weibull Verteilung, durch die die Lebensdauer unter Beriicksichtigung von Alte-

rung beschrieben wird. Die Verteilungsfunktion der Weibull Verteilung ist
0 , 1<0
F(t) =
1 —exp(—at*) , t>0
mit positiven Parametern «, A, ihre Dichte ist

0 , $<0
ars* texp(—ast) , s>0.

Abbildung 2.5 zeigt den Graphen der Dichte der Weibull Verteilung fiir « = 1 und
fiir A = 0.5, 1 und 2. Fiir A = 1 hat man natiirlich die Exponentialverteilung. a
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Abbildung 2.5: Dichte der Weibull Verteilung

1(0.5,1.5)

(1.5,1.5)

r(2.5,1.5)

Abbildung 2.6: Dichte der Gamma Verteilung

Beispiel 2.29. Eine dritte Verallgemeinerung der Exponentialverteilung ist die

Gamma Verteilung, die definiert ist durch die Dichte

o)
{ B s leTPs L 5>0

I(c)
0 sonst,

fls) =

wobei a > 0 und g > 0 Parameter sind.

Dabei ist I'(«r) der Wert der Gamma-Funktion an der Stelle «, die definiert ist durch

[a) := /30‘_16_5 ds.
0

Offensichtlich gilt I'(1) = Te_s ds = 1, und durch partielle Integration folgt I'(a) =
0
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(a = 1)T'(a — 1) fiir alle @ > 1. Durch vollstéindige Induktion erhélt man hieraus

—

(n) = (n — 1)! fiir jede natiirliche Zahl n. Die Gamma-Funktion ist also eine

verallgemeinerte Fakultét.

Fiir o« = 1 erhélt man als Spezialfall der Gamma Verteilung die Exponentialvertei-

lung mit dem Parameter [3.

Ein weiterer wichtiger Spezialfall ist 5 = %, a=g,n €N, die x2-Verteilung mit

O

n Freiheitsgraden.

Beispiel 2.30. Die wohl wichtigste stetige Verteilung der Wahrscheinlichkeitstheo-
rie und der mathematischen Statistik ist die Normalverteilung. Als normalverteilt

konnen Zufallsvariable angesehen werden, die Summen von vielen unabhéngigen (al-
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