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Grundlagen Motivation

Motivation

Haufig ist die Matrix-Vektor-Multiplikation eine der teuersten Operationen in
einem Krylov-Raum-Verfahren und man sucht nach billigeren
Approximationen.

Ein Beispiel hierfur ist durch die sogenannten “inner—outer’-lterationen
gegeben, in denen die Matrix A implizit, meist wieder durch ein
Krylov-Raum-Verfahren, prékonditioniert wird. Diese Verfahren sind auch
unter dem Schlagwort “zwei-stufiges lterationsverfahren” zu finden.

Ein anderes Beispiel ist es, wenn die Matrix A selber gar nicht gegeben ist,
sondern das Produkt von A mit einem Vektor jedesmal teuer aus Messungen
oder als Funktion einer Matrix berechnet werden muss. Der Fall der Funktion
einer Matrix ist z.B. beim sog. Dirac Overlap-Operator in der
Quantenchromodynamik gegeben [28, 1, 10, 9].
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Grundlagen Motivation

Motivation

Die Auswirkungen solch einer billigeren Approximation lassen sich
mathematisch mit der Ersetzung der exakten Matrix-Vektor-Multiplikation

w = Aq (1)
durch eine inexakte Matrix-Vektor-Multiplikation
w=(A+AA)g=Aq+g (2)
beschreiben, wobei g = AAq die Abweichung beschreibt.

Die naheliegende Frage ist die nach der maximal erlaubten Norm der Stérung
AA (oder dquivalent dazu, g), welche die Konvergenzeigenschaften nicht oder
nur marginal beeinfluf3t.

Eine Verfeinerung dieser Frage ist die, ob die Stérung in der Norm konstant
bleiben oder im Verlaufe der lteration angepasst werden kann/sollte.
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Grundlagen Motivation

Historisches

Da die Matrix-Vektor-Multiplikation nicht exakt ausgefuhrt wird, werden diese
Verfahren unter dem Schlagwort “inexakte Verfahren” zusammengefaf3t, in
unserem Falle handelt es sich also um inexakte Krylov-Raum-Verfahren.

Untersuchungen zu inexakten Verfahren gab es bereits vorher im Bereich der
inexakten Newton-Verfahren und im Bereich der inexakten klassischen
Iterationsverfahren.

Im Newton-Verfahren muss in jedem Schritt ein Gleichungssystem geldst
werden. Da diese Gleichungssysteme sehr grof3 werden kénnen, liegt es
nahe, die Lésung nur approximativ zu berechnen.

Im Falle der inexakten Newton-Verfahren muss die Genauigkeit beim Lésen
des Gleichungssystemes nahe bei der gesuchten L&sung (Nullstelle,
stationarer Punkt) erhdht werden, gro3e Anfangsfehler stéren eventuell lokal
die Konvergenz und verandern lokal die Konvergenzgeschwindigkeit,
verandern aber nicht die erreichbare Genauigkeit und stéren nicht das
lokal-quadratische Konvergenzverhalten.
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Grundlagen Motivation

Historisches

Bei den inexakten klassischen lterationsverfahren wird, genau wie im Fall der
Krylov-Raum-Verfahren, die Matrix-Vektor-Multiplikation ungenau ausgefihrt;
der Grund liegt auch hier in der nur approximativen Lésung der durch
Prékonditionierung entstandenen Gleichungssysteme (Splitting).

Im Bereich der inexakten klassischen lterationsverfahren sieht die Sache
ahnlich aus wie bei den inexakten Newton-Verfahren; allerdings konvergieren
diese Verfahren durchweg linear, also sollte im Allgemeinen mit Hinblick auf
eine Minimierung des Gesamtaufwandes die Auswertungsgenauigkeit
zumindestens konstant gehalten werden.

Erste theoretische Untersuchungen zum Richardson-Verfahren zweiter
Ordnung und der Chebyshev-Beschleunigung wurden 1981 (nur die
Richardson-Iteration) und 1988 (flr beide Varianten) von Golub und Overton
durchgefihrt. Es wurden auch Tests an einem inexaktem CG-Verfahren
ausgefiihrt, allerdings immer mit einer festen Auswertungsgenauigkeit.
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Grundlagen Motivation

Historisches; inexakte Krylov-Raum-Verfahren

Bouras und Frayssé (und spater Giraud) untersuchten im Jahre 2000 die
Konvergenz verschiedener inexakter Krylov-Raum-Verfahren und bald stellte
sich heraus, dass diese aus dem Rahmen fielen.

In den Krylov-Raum-Verfahren muss anfangs auBerst akkurat gerechnet
werden, und in der Phase der Konvergenz kann die Genauigkeitsanforderung
relaxiert werden, bis eigentlich nur noch mit Fehlern gerechnet wird.

In vielen Fallen konvergiert das inexakte Verfahren dennoch bis auf die
gewlinschte Genauigkeit gegen die Lésung.

Der “erste” in einem Journal erschienene Artikel von Bouras und Frayssé zu
dem Thema der inexakten Krylov-Raum-Verfahren bendtigte allerdings so
lange bis zum Erscheinen, dass die beiden ersten theoretischen Arbeiten zu
inexakten Krylov-Raum-Verfahren von van den Eshof & Sleijpen und Szyld &
Simoncini vor diesem erschienen.
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Grundlagen Motivation

Historisches; inexakte Krylov-Raum-Verfahren

Es gibt zwei Arbeiten, beide im Bereich inexakter Verfahren zur Approximation
von Eigenpaaren, die gewissermaf3en als Vorarbeiten zu den experimentellen
Untersuchungen von Bouras und Frayssé verstanden werden kdnnen.

Eine erste Anmerkung zu dem erwarteten Verhalten im Falles des inexakten
Lanczos-Verfahrens zur Berechnung eines Eigenwertes findet sich in einem
eher philosophisch gehaltenen Artikel von Golub, Zhang und Zha von 2000.
Dort wird auf Basis des exakten symmetrischen Lanczos-Verfahrens
untersucht, fir welche Stérungen sich der gewlinschte Eigenwert der
konstruierten Tridiagonalmatrix robust verhalt. Quintessenz: bei schneller
Konvergenz der exakten Version kann gegen Ende starker gestért werden.

Ungeféhr zeitgleich erschien eine Arbeit von Smit & Paardekooper, in der die
inexakte inverse lteration und eine inexakte Rayleigh-Quotienten-lteration
(inexakte RQl) far reelles symmetrisches A verglichen wurden. Die
Quintessenz dieser Arbeit ist, dass die Genauigkeit bei der inexakten inversen
Iteration erhéht und bei inexakter RQI die Genauigkeit konstant gewéhlt
werden sollte, wobei Genauigkeit die Gré3e des jeweiligen Residuums meint.
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Grundlagen Problemstellung

Problemstellung

In den genannten Féllen hat man Kontrolle Uber die Gré3en der auftretenden
Fehler, also die Normen der Matrizen AAy, oder, vergleichbar, die Normen der
Vektoren g, = AAggy im Produkt vy = (A + AAy)gr = Agi + gk

Da ein kleinerer Fehler einen gréBeren Arbeitsaufwand bedeutet, liegt die
Frage nahe, wieviel Ungenauigkeit man zu welcher Zeit erlauben kann, um
immer noch ein schnell gegen eine approximative Lésung X konvergentes
Verfahren zu bekommen.

Die auf Beispielen aufbauenden Arbeiten von Bouras und Frayssé benutzen
Termini wie den normweisen relativen Rlckwartsfehler, und arbeiten deshalb
in natirlicher Weise mit den Normen der Fehlermatrizen AA;. Auch in der
Arbeit von Simoncini und Szyld werden diese Fehlermatrizen verwendet.

Die auf Theorie griindende Arbeit von van den Eshof und Sleijpen verwendet

hingegen die Normen der Vektoren g,. Wir gehen im Folgenden zuerst auf die
Arbeit von Bouras und Frayssé, danach auf die Arbeit von van den Eshof und

Sleijpen ein.
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Grundlagen Problemstellung

Problemstellung; Bouras & Frayssé; Hintergrund

Der normweise relative Rickwartsfehler einer approximativen Lésung X eines
linearen Gleichungssystemes Ax = r ist definiert als die kleinste Zahl 7, so
dass

(A+AA)x =ro, [AA] <nlAll @)

gilt.

Der (normweise relative) Rickwartsfehler gibt also an, um wieviel die Matrix A
(in der Norm, relativ) gestdrt werden muss, damit die berechnete Lésung X die
tatséchliche Lésung eines “in der Nahe liegenden” Gleichungssystemes ist.

Theorem (Rigal und Gaches; 1967)

Der normweise relative Riickwértsfehler n aus (3) 148t sich berechnen durch

_ llro — AX]|

— l7o — AX 4
AT )
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Grundlagen Problemstellung

Problemstellung

Bouras und Frayssé streben an, eine approximative Lésung x mit einem
Riickwartsfehler der gegebenen GréBe 1 > 1076 zu erzielen.

Bei gegebener GroéBe n des Ruckwértsfehlers suchen wir eine Folge {e:}:2,
von Schranken; ¢; ist die Schranke fiir den erlaubten relativen Fehler in der
Matrix-Vektor-Multiplikation im kten Schritt,

[AAL| < ecl|All. (®)

Bouras und Frayssé haben mit der aus experimentiellen Studien gewonnenen

Wahl
. n
=min | —————,1 6
“ 1<mm(||rk_l||,1) ) ®)

gearbeitet, wobei r,_; = ryp — Ax,_, das tatsachliche Residuum bezeichnet.
Dieses ist selbstverstandlich normalerweise nicht verfigbar.
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Inexakte Krylov-Raum-Verfahren GMRes

GMRes

Wir betrachten die Ergebnisse von Bouras und Frayssé fir GMRes. Um
unsere im Folgenden verwendete Notation einzufihren, geben wir eine
nochmalige kurze Herleitung des GMRes-Verfahrens von Saad und Schultz.

GMRes basiert auf der Methode von Arnoldi zur Bestimmung einer
Orthonormalbasis eines Krylovraumes, welche in der Krylov-Zerlegung

AQr = Or+1H, (7)

resultiert, wobei A € C"") eine gegebene Matrix eines Gleichungssystemes
Ax = ry ist und die Methode von Arnoldi mit dem Startvektor ¢, = ro/||ro]
begonnen wurde.

Nach Konstruktion ist O, € C*+1) orthonormal, die Spalten sind gerade die
orthonormalen Basisvektoren des Krylovraumes K. Die rechteckige Matrix
H, € C*14) jst eine um eine zusétzliche, unten angefligte Zeile erweiterte
unreduzierte Hessenbergmatrix.

Jens-Peter M. Zemke Inexakte Krylov-Raum-Verfahren Numerische Lineare Algebra 15/65



Inexakte Krylov-Raum-Verfahren GMRes

GMRes

Die Spalten der Matrix Q, sind die Basisvektoren des kten Krylovraumes K,
also 148t sich jeder Vektor x € K, mittels gewisser Koeffizienten z € C* durch
die Gleichung x = Qyz eindeutig parametrisieren.

GMRes ist dadurch definiert, dass im kten Schritt diejenige approximative
Lésung des Gleichungssystemes mit minimalem Residuum berechnet wird.
Diese Approximation aus dem kten Krylovraum wird im Folgenden mit x,, der
zugehdrige Parametervektor mit z, bezeichnet.

Da Q- orthonormal ist und der Vektor x, € Ky das Residuum r, = ry — Ax,
minimieren soll, laBt er sich mittels

llro — Axe|| = llg1[|roll — AQkz, || = [ Qes1(ey|Iroll — Hez,)l ®)
= ||€1||1’0|| _kng = min (9)

beschreiben, existiert also immer, und ist somit eindeutig festgelegt durch

2, = Hle|Inoll. (10)
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Inexakte Krylov-Raum-Verfahren GMRes

GMRes

In der inexakten Variante wird geman der Wahl von Bouras und Frayssé im
kten Schritt eine Fehlermatrix AA; der relativen Norm ¢, konstruiert, wobei

A ( 0 )
o —min(— 1 1), (11)
Y] min([lr_y[[, 1)

Damit ist der relative Fehler von A garantiert im Intervall [, 1]. In Matlab kann
man eine Fehlermatrix mit derselben Besetztheitsstruktur wie die Matrix A
mittels sprand (&) erzeugen.

Die Krylov-Zerlegung wird zur perturbierten Krylov-Zerlegung
AQy + F = Ok1Hy, (12)
wobei die Perturbation F; € CX die folgende Gestalt hat,

Fi =G = (DAqy, ..., DAgy). (13)

Jens-Peter M. Zemke Inexakte Krylov-Raum-Verfahren Numerische Lineare Algebra



Inexakte Krylov-Raum-Verfahren GMRes

GMRes; Algorithmus

Ein Algorithmus fir GMRes sieht folgendermaf3en aus:

Gegeben A, r0

Setze x0 = o, beta = norm(r0);
q(:,1) = r0/beta;

for 3 =1,2,...

)
for i = 1:j $ Modifiziertes Gram-Schmidt-Verfahren
(:,1)7 *w;

c,i)*xh(4,3);

end

h(j+1,3) = norm(w);

q(:,J+1) w/h (3+1,3);

z(1:3,73) h(l:3+1,1:3)\eye(j+1,1) «beta;

x(:,3) = a(:,1:3)*2(1:3,3);

Teste auf Konvergenz
end
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Inexakte Krylov-Raum-Verfahren GMRes

GMRes; Algorithmus

Ein Algorithmus fur inexaktes GMRes sieht folgendermafen aus:

Gegeben A,r0,eta
Setze x0 = o, beta = norm(r0);
q(:,1) = r0/beta;
for 3 =1,2,
Berechne den Fehlerterm DeltaAj
w = (At+DeltaAij)*q(:,7);

for i = 1:9 % Modifiziertes Gram-Schmidt-Verfahren
h(i,J) = g(:,1)"*w;
w=w - g(:,1)*h(i,3);

end

h(j+1,3) = norm(w);

g(:,Jj+1) w/h(3+1, 3);

z(1:3,73) h(l:3+1,1:9)\eye(j+1,1) «beta;
x(:,3) = g(:,1:3)*z(1:3,3);

r(:,3) = r0-RAxx(:,73);

Teste auf Konvergenz
end
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Inexakte Krylov-Raum-Verfahren

GMRes exakt fur ARC130 vom Matrix Market
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Inexakte Krylov-Raum-Verfahren

GMRes inexakt fir ARC130 vom Matrix Market
T T I

I

I I
Residuum GMRes exakt
Rickwartsfehler GMRes exakt
Residuum GMRes inexakt
Rickwartsfehler GMRes inexakt
gewiinschter Ruckwartsfehler
Auswertungsgenauigkeit

c
(7]
X
=4
©
[
<
Q
2]
[
o
<
[}
[T
h—
£
c
[}
p=}
)
(7}
jo}
o
(4]
<
]
x
=
s
=)
=
=}
Q
2
15}
c
<
Q
Q
o
[
o

| |
8 10 12
Anzahl der Schritte / Matrix—Vektor—Multiplikationen

TUHH Jens-Peter M. Zemke Inexakte Krylov-Raum-Verfahren



Inexakte Krylov-Raum-Verfahren

GMRes inexakt fir ARC130 vom Matrix Market
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Inexakte Krylov-Raum-Verfahren

GMRes inexakt fir ARC130 vom Matrix Market
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Inexakte Krylov-Raum-Verfahren

GMRes inexakt fir ARC130 vom Matrix Market
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Inexakte Krylov-Raum-Verfahren

GMRes inexakt fir ARC130 vom Matrix Market
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Inexakte Krylov-Raum-Verfahren FOM

FOM

Auch FOM von Saad und Schultz basiert auf der Krylov-Zerlegung aus der
Methode von Arnoldi,

AQy = Qui1Hy = OkHi + qrsthig key - (14)

Bei FOM wird diejenige approximative Lésung x;, = Qizx aus dem kten
Krylovraum C; gesucht, deren Residuum r; = ro — Ax, auf Ky senkrecht steht,

0 =0/ (ro — Ax) = ei||rol| — Q' AQiz (15)
= e1|roll — OF QuHizx + QF Gy 1 i1 xef zx (16)
= eil|rol| — Hyz- (17)

Also existiert eine approximative Losung nur, wenn H; regular ist, und ist dann
gegeben durch den Parametervektor

a = Hy 'e||ro]|- (18)
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Inexakte Krylov-Raum-Verfahren FOM

FOM; Algorithmus

Ein Algorithmus fir FOM sieht folgendermafen aus:

Gegeben A, r0

Setze x0 = o, beta = norm(r0);
q(:,1) = r0/beta;

for 3 =1,2,...

)
for i = 1:j $ Modifiziertes Gram-Schmidt-Verfahren
(:,1) " *w;

c,i)*xh(4,3);

end

h(j+1,3) = norm(w);

q(:,3+1) w/h(3+1,3);

z(1:3,73) h(l:9,1:9)\eye(],1)*beta;

x(:,3) = qg(:,1:3)*z(1:3,73);

Teste auf Konvergenz
end

Jens-Peter M. Zemke Inexakte Krylov-Raum-Verfahren

Numerische Lineare Algebra



Inexakte Krylov-Raum-Verfahren FOM

FOM; Algorithmus

Ein Algorithmus fur inexaktes FOM sieht folgendermafBen aus:

Gegeben A,r0,eta
Setze x0 = o, beta = norm(r0);
q(:,1) = r0/beta;
for 3 =1,2,
Berechne den Fehlerterm DeltaAj
w = (At+DeltaAij)*q(:,7);

for i = 1:9 % Modifiziertes Gram-Schmidt-Verfahren
h(i,J) = g(:,1)"*w;
w=w - g(:,1)*h(i,3);

end

h(j+1,3) = norm(w);

q(:,3+1) w/h(3+1,3);

z(1:3,73) h(l:3,1:3)\eye(],1)+beta;
x(:,3) = g(:,1:3)*z(1:3,73);

r(:,73) = r0-Axx(:,7);

Teste auf Konvergenz
end
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Inexakte Krylov-Raum-Verfahren FOM

FOM; Relaxationsstrategien

Bouras und Frayssé schlagen wieder die Relaxationsstrategie

IAAl ( 7 )
€& = =min | ———— 1 (19)
Y] min([[r_ ], 1)

vor, wobei diese Mal aber die r,_; die tatsachlichen Residuen von FOM sind.

Selbstverstandlich sind auch die tatsachlichen Residuen von FOM in einem
realen Umfeld nicht gegeben, analog zu GMRes.

Da sowohl GMRes als auch FOM auf der orthogonalen Krylov-Zerlegung
nach Arnoldi basieren, liegt die Frage nach einem Vergleich und
Gemeinsamkeiten der beiden Relaxationsstrategien nahe.

Solch ein Vergleich wurde von van den Eshof und Sleijpen 2004 verwendet,
um eine alternative, starkere Relaxationsstrategie vorzuschlagen; diese
Strategie wurde zusétzlich mit Theorie untermauert.
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Inexakte Krylov-Raum-Verfahren FOM

FOM; Relaxationsstrategien

Es gibt bekannte Relationen zwischen Paaren von Methoden, von denen eine
auf minimalen Residuen r, (MR) und die andere auf orthogonalen Residuen
i (OR) basiert. Eine dieser Relationen hat die Form

1
Il = ——— (20)
o 1/l
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Inexakte Krylov-Raum-Verfahren FOM

FOM; Relaxationsstrategien

Es gibt bekannte Relationen zwischen Paaren von Methoden, von denen eine
auf minimalen Residuen r, (MR) und die andere auf orthogonalen Residuen
i (OR) basiert. Eine dieser Relationen hat die Form
1
5l = ——=—==p < |Iell. (20)

k
2 =0 VI l1?

Da diese Relation auch im inexakten Fall gilt, und somit wahrscheinlich die
Abweichung der Basis des konstruierten Raumes vom wirklichen Krylovraum
der Hauptgrund der eventuellen Nichtkonvergenz ist, liegt die folgende
Relaxationsstrategie nahe,

1A < " )
= =min| ————, 1. 21
%= A min(p, 1) @)
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Inexakte Krylov-Raum-Verfahren FOM

FOM; Relaxationsstrategien

Es gibt bekannte Relationen zwischen Paaren von Methoden, von denen eine
auf minimalen Residuen r, (MR) und die andere auf orthogonalen Residuen
i (OR) basiert. Eine dieser Relationen hat die Form

1
1]l = —==—=——=—= = p < Iell- (20)

k
2 =0 VI l1?

Da diese Relation auch im inexakten Fall gilt, und somit wahrscheinlich die
Abweichung der Basis des konstruierten Raumes vom wirklichen Krylovraum
der Hauptgrund der eventuellen Nichtkonvergenz ist, liegt die folgende
Relaxationsstrategie nahe,

1A < . )
= =min | ————,1 . 21
%= A min(p, 1) @)

Das folgende Bild zeigt die beiden Relaxationsstrategien fir
A = randn (100)+sgrt (100) xeye (100).
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Inexakte Krylov-Raum-Verfahren

FOM inexakt fiir eine verschobene Zufallsmatrix
T T T

T T
%% Residuum FOM exakt
M Rickwartsfehler FOM exakt
Residuum FOM inexakt (B+F)
WWMW@@O% Ruckwartsfehler FOM inexakt (B+F)
<g§ gewlnschter Ruckwartsfehler (B+F)
A Auswertungsgenauigkeit (B+F)
Residuum FOM inexakt (vdE+S)
— <$- - - Ruckwértsfehler FOM inexakt (vdE+S)
gewunschter Ruckwartsfehler (vdE+S)
&+ Auswertungsgenauigkeit (vdE+S)
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Inexakte Krylov-Raum-Verfahren Richardson-Iteration

Ubersicht

Inexakte Krylov-Raum-Verfahren

Richardson-lteration

Jens-Peter M. Zemke Inexakte Krylov-Raum-Verfahren Numerische Lineare Algebra



Inexakte Krylov-Raum-Verfahren Richardson-Iteration

Richardson-Ilteration

Ein einfaches (leichter zu untersuchendes) klassisches lterationsverfahren zur
approximativen Lésung eines linearen Gleichungssystemes ist die
Richardson-Iteration. Man denke sich ein Gleichungssystem

Ax=ry & o0=ry—Ax, A€ (C("’”), ro € C" (22)
gegeben, prékonditioniere es von links mit einer Prakonditionsmatrix P,
0 = Pry — PAx (23)
und addiere auf beiden Seiten die (unbekannte) Lésung dazu,
x = (I — PA)x + Pry. (24)

Nun konstruiert man ausgehend von einer gegebenen Approximation x; eine
Folge von Naherungslésungen geman

Xk+1 = (I - PA)xk + Pr(). (25)
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Inexakte Krylov-Raum-Verfahren Richardson-Iteration

Richardson-Ilteration

Man sieht leicht, dass die lterierten
Xk+1 = (I - PA)xk + Pr(). (26)

genau dann gegen die Lésung konvergieren, wenn die Matrizen (I — PA)*
gegen die Nullmatrix O konvergieren.

Man spricht dann auch von einer konvergenten Matrix I — PA und kann
zeigen, dass I — PA genau dann konvergent ist, wenn der Spektralradius von
I — PA Kleiner als 1 ist,

Jim (7~ PA}Y =0 & p(I—PA)<]1. (27)

Wir betrachten den einfachsten Fall einer positiv definiten Matrix A und eines
skalaren Préakonditinierers P = wl. Aus der Bedingung (27) folgert man, dass
eine optimale Wahl fiir w gegeben ist durch

2

I 2
)\max + )\min ( 8)

w =
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Inexakte Krylov-Raum-Verfahren Richardson-Iteration

Richardson-Ilteration

Wir formen die lterationsvorschrift der Richardson-lteration noch leicht um:

Xep1 = ([ — wA)xy + wro = x; + w(ro — Axg) (29)
= x; + wry. (30)

Die Residuen werden mittels eine Updates rekursiv berechnet; pro Schritt
muss wieder nur eine Matrix-Vektor-Multiplikation erfolgen:

Fg41 = g — wArk. (31)
Damit lautet der vollstandige Algorithmus:

Gegeben A, r0,omega

x(:,1) = o;

r(:,1) = r0;

for 3 =2,3,...
r(:,3) = r(:,3-1)-omegax* (Axr(:,3j-1));
x(:,3) = x(:,3-1)+omegax*r(:,J-1);
Teste auf Konvergenz

end

Jens-Peter M. Zemke Inexakte Krylov-Raum-Verfahren Numerische Lineare Algebra



Inexakte Krylov-Raum-Verfahren Richardson-Iteration

Richardson-Ilteration

Wir formen die lterationsvorschrift der Richardson-lteration noch leicht um:

Xep1 = ([ — wA)xy + wrog = x; + w(ro — Axg) (29)
= x; + wry. (30)

Die Residuen werden mittels eine Updates rekursiv berechnet; pro Schritt
muss wieder nur eine inexakte Matrix-Vektor-Multiplikation erfolgen:

i1 = 1 — WA, + gi)- (31)
Damit lautet der vollstandige inexakte Algorithmus:

Gegeben A,r0,omega,epsilon

x(:,1) = o;

r(:,1) = r0;

for 3 =2,3,...
r(:,3J) = r(:,j-1)-omegax (Arr(:,j-1)+g(:,j-1));
x(:,3) = x(:,3-1)+omegax*r(:,J-1);
Teste auf Konvergenz

end
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Inexakte Krylov-Raum-Verfahren Richardson-Iteration

Richardson-lteration; inexakt

In der inexakten Variante wird jede Matrix-Vektor-Multiplikation mit einer
vorgegebenen Genauigkeit ausgeflihrt. Wir geben die theoretischen
Ergebnisse von van den Eshof und Sleijpen fiir die inexakte Variante wieder.

Um ein inexaktes Verfahren zu simulieren, wird ausgenutzt, dass es immer
einen Vektor g, zu jedem AA, gibt, so dass

(A+AA ) =Anc+ g, gl < [[AA]]|ll. (32)

Als allgemeine Relaxationsstrategie wird

llgell < exllAll]]] (33)

mit wahlbarem ¢, und den berechneten Residuen r, vorgeschlagen.
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Inexakte Krylov-Raum-Verfahren Richardson-Iteration

Richardson-lteration; inexakt

Die zur Strategie von Bouras und Frayssé analoge Wahl

e A,
k= T N (34)
7] [[A]
wird im Falle der Richardson-Iteration verwendet, also eine absolute
konstante Auswertungsgenauigkeit
lgell < ellAll V& (35)

Im Gegensatz zu Bouras und Frayssé zeigen van den Eshof und Sleijpen
durch theoretische Betrachtungen, dass diese Wahl zum Erfolg fihrt.

Um die Ersetzung der tatsachlichen Residuen durch die berechneten
Residuen zu begriinden, zeigen van den Eshof und Sleijpen, dass die
berechneten Residuen hinreichend nah bei tatsachlichen Residuen liegen,
solange das Verfahren noch nicht auf gewiinschte Genauigkeit konvergiert ist.
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Inexakte Krylov-Raum-Verfahren Richardson-Iteration

Richardson-lteration; inexakt

Um Schranken fiir die Abweichung des wirklichen Residuums
Pkt — o — Axg (36)

vom berechneten Residuum r; anzugeben, nutzen van den Eshof und
Sleijpen eine speziell skalierte Krylov-Zerlegung, welche auch im Falle der
Richardson-Iteration aufgestellt werden kann.

Diese Skalierung erzwingt, dass die Basisvektoren die berechneten Residuen
sind. Die Matrix der Basisvektoren wird deshalb im Folgenden mit R, statt Q;
bezeichnet.

In Matrixform erfiillen aufgrund der Gleichungen ryy 1 = r, — wAr, die
Residuen R, = (ro, RN rk_l) der Richardson-lteration die Krylov-Zerlegung

ARy = RepiBy, By =Lw™', L =bidiag(~1,1). (37)
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Inexakte Krylov-Raum-Verfahren Richardson-Iteration

Richardson-lteration; inexakt

Aus Betrachtung der Krylov-Zerlegung
AR, = Ri1By, B, = L‘kwily L, = bidiag(_L 1)

der Richardson-lteration folgt sofort, dass der Vektor e ¢ C¥+! aus lauter
Einsen den Linksnullraum von B, aufspannt,

B, = "By —w el =0 = w_'efB,:I =M.

Daraus folgt, dass
BB 'e; = e; — exq1.

Interessanterweise sind die lterierten charakterisiert durch x;, = RkBk‘lel.
Die Matrix Xy = (0, xi,...,x—1) erfillt somit die Gleichungen

— Rk = Xk+1§ka Xkel = 0.
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Inexakte Krylov-Raum-Verfahren Richardson-Iteration

Richardson-lteration; inexakt

Wir nehmen jetzt an, dass die Krylov-Zerlegung perturbiert wurde zu

ARy + Fy = Riy1By, e"B, = o". (42)
Der Abstand zwischen tatsachlichem und berechnetem Residuum laBt sich
dann beschreiben durch

ry — (7‘0 — Axk) = (}"k — ro) +ARkBk_1€1 = (rk — r()) + (Rk+1_k — Fk)Bk_lel (43)

k
=(re—ro)+(ro—r)— FkBk_lel = — Zﬁe]ﬁBk_]el. (44)
j=1

Der Abstand |aBt sich also durch eine Linearkombination der Fehler
beschreiben; die Koeffizienten der Linearkombination sind die Eintrdge des
Parametervektors, der auch die Linearkombination der Approximation in der
Basis der Residuen beschreibt.
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Inexakte Krylov-Raum-Verfahren Richardson-Iteration

Richardson-lteration; inexakt

Mit dem Ausdruck
re — (rg —Axy) = — Zﬁe]ﬁBk_lel (45)
kann man im Fall der Richardson-lteration unter Verwendung von
ef’Bk_lel =w (46)
und der noch unbestimmten Wahl

Je=8i-1,  llgill < ellAllllrl (47)

den Abstand beschreiben durch

7 — (ro — Axy)| |—||Zﬁ e'B; e1||—||213w|| w||A||Ze]||r]|| (48)

Jj=1 J=1
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Inexakte Krylov-Raum-Verfahren Richardson-Iteration

Richardson-lteration; inexakt

Die Abstand zwischen den Residuen

[l = (ro — Axe)|| = || ZgJWII wlAll Zﬁjllrjll (49)

j=0

soll héchstens so grof3 wie die gewlinschte Genauigkeit e werden, was in der
Wahl ¢; = €/||rj|| resultiert.

Mit dieser Wabhl gilt die Schranke

k—1
Amax
e — (ro — Axe)|| < wA]| Ze]||rk|| = kewl||A|| = 2k6ﬁ < 2ke. (50)
j 0 min max

Aus der Herleitung ersieht man, dass die Schranke flir Fehlerterme gewahit
als Vielfache eines gegebenen Vektors maximiert wird (> ke).

Die folgenden Bildern zeigen die inexakte Richardson-Iteration mit n = 100,
x(A) = 10 und relativem Fehler e = 1073,

Jens-Peter M. Zemke Inexakte Krylov-Raum-Verfahren Numerische Lineare Algebra



Inexakte Krylov-Raum-Verfahren

Exakte Richardson-lIteration
T T T

I I
wirkliches Residuum
berechnetes Residuum
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Inexakte Krylov-Raum-Verfahren

Inexakte Richardson-lteration
T I I I

wirkliches Residuum
berechnetes Residuum
Fehlerschranke: 2*Schrittzahl*relativer Fehler
Fehlerschétzer: relativer Fehler*Kondition
Fehlerschétzer: relativer Fehler*Kondition
Fehlerschétzer: relativer Fehler*Kondition
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Inexakte Krylov-Raum-Verfahren Richardson-Iteration

Richardson-lteration; inexakt

Die Konvergenz der inexakten Richardson-lteration folgt aus der Konvergenz
der exakten Richardson-lteration, wie von van den Eshof und Sleijpen gezeigt
wird.

Theorem (van den Eshof und Sleijpen; 2004)

Sei 7, das Residuum der exakten Richardson-Iteration und r; das berechnete
Residuum aus der inexakten Richardson-lteration mit e, = ¢/||r||-

Dann gilt
)\max
lre — 7]| < es(A) = e (51)

min

Da fir k — oo das Residuum 7, gegen Null konvergiert, konvergiert auch das
berechnete Residuum bis zu einem Wert nahe ex(A), und da der Abstand
zwischen dem berechneten und dem tatsachlichen Residuum auch durch die
Relaxationsstrategie um circa ex(A) abweicht, konvergiert auch das inexakte
Verfahren.
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Inexakte Krylov-Raum-Verfahren Richardson-Iteration

Richardson-lteration; inexakt

Beweis.
Die Differenz der Residuen ist gegeben durch

k

k
re—7r = (I — wA)rg+w Z(I—wA)k_jj; —(I—wA)ry=w Z(l—wA)k_jﬁ. (52)

j=1 j=1
Nach Wahl der Relaxationsstrategie gilt

k
lrc =7l < elwll| Y (7 — wAY[A]
j=1

< elwl|(wa) ' [llA]l = en(A).

(Der letzte Schritt verwendet eine Neumannsche Reihe.)

(53)

(54)
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Inexakte Krylov-Raum-Verfahren Chebyshev-Iteration

Ubersicht

Inexakte Krylov-Raum-Verfahren

Chebyshev-lteration
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Inexakte Krylov-Raum-Verfahren Chebyshev-Iteration

Chebyshev-lteration

Die Chebyshev-lteration basiert auf der Dampfung des Residuums auf einem
das Spektrum umfassenden Bereich. Der Einfachheit halber nehmen wir eine
symmetrisch positiv definite Matrix A als gegeben an.

Um einen Bereich dampfen zu kénnen, miissen Schranken fir die Eigenwerte
bekannt sein, wir nehmen analog zur Richardson-lteration den Idealfall
bekannter maximaler Eigenwerte an.

Die lineare Funktion ¢(f) = ar — 8 mit

2 )\max + )\min

az)‘max_)\mjn7 16:

)\max - )\min

bildet das Intervall [Ayin, Amax] @uf das Intervall [—1, 1] ab.
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Inexakte Krylov-Raum-Verfahren Chebyshev-Iteration

Chebyshev-lteration

Es sollte bekannt sein, dass die Chebyshev-Polynome ¢ () definiert als

O ) A A e VI

ci(t) = cos(k arccos(r)) 7

(56)
auf dem Intervall [—1, 1] die Abweichung vom Nullpolynom in der
Maximumnorm unter allen Polynomen mit Hochstkoeffizienten max(1,2¢1)
minimieren.

Die Chebyshev-Polynome lassen sich mit der Drei-Term-Rekursion

co(t) =1, ci(t)=1, (57)
Ck+1(l) = 2le([) — Ck_l(l) (58)

berechnen.

Die Chebyshev-Iteration ist definiert durch die Wahl der Basisvektoren als

i = cx((A))ro. (59)
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Inexakte Krylov-Raum-Verfahren Chebyshev-Iteration

Chebyshev-lteration

Zur Berechnung der Basisvektoren g, = cx(4(A))ro wird das Intervall
[Amin, Amax] Mit der linearen Funktion ¢ auf das Intervall [—1, 1] abgebildet und
dann die Rekursion (57) und (58) ausgenutzt:

q1=ro, q2= $(A)r, (60)
Qi1 = 20(A)qr — qr—1- (61)

In Form einer Krylov-Zerlegung 1&3t sich dieses Verfahren schreiben als

Q= ol®

AQk = Qk+1Zk7 Zk = (62)
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Inexakte Krylov-Raum-Verfahren Chebyshev-Iteration

Chebyshev-lteration

Um die Chebyshev-lteration analog zur Richardson-lteration untersuchen zu

kdénnen, muss die gegebene Krylov-Zerlegung noch diagonal umskaliert
werden, so dass die Residuen die neuen Basisvektoren sind.

Man kann zeigen, dass mit 7, = cx(¢(0)) = cx(—5)
Gi+1 = YTk

gilt.

Es ergeben sich die beiden Drei-Term-Rekursionen

V-1 Vi— 1 V-2
ri = 2a—(Ar<_1 +g~_1) 2[3 —1— ——TIj-2
J 9 j {i o ” j—
1 1
= —20(7] rji_g — 25% 1= 71_)9 25
/i /i Vi

wobei schon die Perturbationen g;_; enthalten sind.
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Inexakte Krylov-Raum-Verfahren Chebyshev-Iteration

Chebyshev-lteration; inexakt

Eine Analyse von van den Eshof und Sleijpen zeigt, dass die inexakte
Chebyshev-lteration mit der selben Relaxationsstrategie wie im Falle der
Richardson-Iteration funktioniert, also

€
€ = —.
ST

Es laBt sich auch die Konvergenz wie im Falle der Richardson-Iteration
zeigen. Da die Beweise noch etwas komplizierter als fir die
Richardson-Iteration sind, zeigen wir hier nur exemplarisch ein Bild.

Eine Anmerkung: Auch im Falle der Chebyshev-Iteration 1aB3t sich eine
“schlimmste” Perturbation angeben. Wieder haben alle Perturbationen
dieselbe Richtung und sind Vielfache des zum kleinesten Eigenwert
gehorigen Eigenvektors.

Die Matrix zu dem folgenden Bild ist SPD und hat die Kondition 1000; die
gewlinschte Genauigkeit des Residuums ist e = 101,
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Inexakte Krylov-Raum-Verfahren

Inexakte Chebyshev-Iteration
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Inexakte Krylov-Raum-Verfahren Konjugierte Gradienten

Ubersicht

Inexakte Krylov-Raum-Verfahren

Konjugierte Gradienten
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Inexakte Krylov-Raum-Verfahren Konjugierte Gradienten

CG

Das CG-Verfahren, besser gesagt, das Verfahren der konjugierten Gradienten
von Hestenes und Stiefel, wurde zuerst von Golub und Overton 1988 im
Rahmen inexakter Matrix-Vektor-Multiplikationen untersucht. Sie stellten fest,
dass das CG-Verfahren nicht so leicht zu untersuchen ist wie die Iterationen
nach Richardson und Chebyshev, und dass in ihren numerischen Tests die
Konvergenz stark von der erlaubten Stérung abhangt.

Allerdings untersuchten sie Stérungen einer festen GroBe, was ja fir andere
Krylov-Raum-Verfahren nicht der Weisheit letzter Schluss scheint.

Bouras und Frayssé untersuchten in ihren Studien auch das CG-Verfahren mit
ihrer bekannten Relaxationsstrategie, verfeinert wurde diese Studien spater
durch Analysen von van den Eshof und Sleijpen.

Erschwert wird jegliches Verstehen des inexakten CG-Verfahrens durch die
Tatsache, dass die Konvergenz nahezu immer durch Ausfiihrung in endlicher
Genauigkeit beeinfluBt wird.
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Inexakte Krylov-Raum-Verfahren Konjugierte Gradienten

CG; inexakt

Auch CG 138t sich klassifizieren: CG ist ein Verfahren, dass auf orthogonalen
Residuen (OR) basiert. Das zugehérige Verfahren der Klasse MR nennt sich
Verfahren der konjugierten Residuen, kurz CR.

Bouras und Frayssé schlagen wieder

€

= 1 D — 1 67
k fmn (min(rk_l, 1) ’ ) ( )

als Relaxationsstrategie vor, hier verwendet mit den berechneten Residuen;

van den Eshof und Sleijpen verwenden nach Untermauerung durch handfeste
Theorie die geglatteten Residuen von CR, also die Strategie

—1

min ¢ 1) mit
€, = —_— 1 =
k min(pe_1,1)’ Pl—1
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Inexakte Krylov-Raum-Verfahren Konjugierte Gradienten

CG; inexakt

Im Gegensatz zu FOM/GMRes, welche lange Rekursionen verwenden, da
beide auf dem Verfahren von Arnoldi basieren, verwenden CG/CR kurze
Rekursionen, da beide auf der symmetrischen Version des Verfahrens von
Arnoldi und damit von Lanczos basieren.

Durch die Verwendung nur der Information der letzten paar Schritte 1&3t sich
ein starker Verlust der Orthogonalitat der Residuen nicht verhindern. Dieses
geschieht ziemlich frih, ndmlich wenn der erste Ritz-Wert konvergiert.

Durch diese Abhangigkeit von den verstarkten Rundungsfehlern weisen
mathematisch &quivalente Versionen eines Verfahrens oftmals stark
unterschiedliche Verhaltensweisen auf.

Noch interessanter ist die Abweichung solcher Verfahren, wenn nur leicht
gestdrt wird. Dann kann es sein, dass die Konvergenzkurven zweier
Durchlaufe ein und der selben Variante des selben Verfahrens nicht
deckungsgleich sind.
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Inexakte Krylov-Raum-Verfahren Konjugierte Gradienten

CG; inexakt

Von CG (und auch CR) gibt es drei wohlbekannte Versionen, welche meist als
CG-OMin, CG-ORes und CG-ODir bezeichnet werden. Diese unterscheiden
sich bzgl. der Ladnge der verwendeten Rekursionen flr die Residuen,
Iterierten (und Richtungsvektoren).

Die aus zwei gekoppelten Zwei-Term-Rekursionen fur die Residuen und die
Richtungsvektoren und einer Zwei-Term-Rekursion fir die Iterierten
bestehende Version, welche in den meisten Blichern steht und so auch von
Hestenes und Stiefel 1952 beschrieben wurde, stellt CG-OMin dar.

Die aus einer Drei-Term-Rekursion fir die Residuen und einer
Drei-Term-Rekursion fiir die lterierten bestehende Variante CG-ORes ist
néher am mathematisch aquivalenten Verfahren von Lanczos und wird in den
folgenden Experimenten aus Stabilitdtsgriinden mitverwendet.

In dem Artikel von van den Eshof und Sleijpen wird auch noch eine Variante
von Rutishauser verwendet; diese ist im Verhalten aber vergleichbar mit
CG-ORes und wird hier nicht auch noch vorgestellt.
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Inexakte Krylov-Raum-Verfahren Konjugierte Gradienten

CG; inexakt

CG ist eigentlich nur fir definite Matrizen geeignet. Bei indefiniten Matrizen
kann es passieren, dass zwischendurch sehr gro3e Residuen erzeugt
werden, was in endlicher Genauigkeit zu Verlust an erreichbarer Genauigkeit
fihren kann. CG-ORes ist vergleichsweise unempfindlich gegenlber diesen
Spitzen in der Konvergenz.

CG-OMin ist hingegen im traditionellen Umfeld (SPD-Matrizen; keine
inexakten Matrix-Vektor-Multiplikationen) der Sieger, da die gekoppelte
Rekursion meist eine héhere Genauigkeit als CG-ORes erreicht.

In den Beispielen fangen wir mit einer leicht indefiniten symmetrischen Matrix
an, welche nur einen betragsmasig kleinen negativen Eigenwert besitzt.
Danach folgt der Standardfall einer SPD-Matrix. Die verwendeten Matrizen
sind durch Spektralverschiebung auseinander hervorgegangen.
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Inexakte Krylov-Raum-Verfahren

asierte Relaxation, leicht indefinit

Inexaktes CG fiir eine verschobene symmetrische Zufallsmatrix

Residuum Omin exakt
Residuum Ores exakt
SVD Omin exakt
—— SVD Ores exakt
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Basis Omin inexakt
— — Residuum Ores inexakt
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Inexakte Krylov-Raum-Verfahren

asierte Relaxation, definit

Inexaktes CG fiir eine verschobene symmetrische Zufallsmatrix
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