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Eigenwertaufgaben Vorbetrachtungen

Vorbetrachtungen

Da Eigenwerte und Eigenvektoren reeller Matrizen komplex sein kénnen,
betrachten wir gleich fiir A € C*") das spezielle Eigenwertproblem

Ax = \x. (6.1)
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betrachten wir gleich fiir A € C*") das spezielle Eigenwertproblem
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Besitzt (6.1) eine nichttriviale Lésung x € C" \ {0}, so heif3t A ein Eigenwert
von A und x ein zugehdriger Eigenvektor.
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von A und x ein zugehdriger Eigenvektor.

Die Menge aller Eigenwerte einer Matrix A hei3t das Spektrum von A und
wird mit A(A) bezeichnet.
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Eigenwertaufgaben Vorbetrachtungen

Vorbetrachtungen

Da Eigenwerte und Eigenvektoren reeller Matrizen komplex sein kénnen,
betrachten wir gleich fiir A € C*") das spezielle Eigenwertproblem

Ax = \x. (6.1)
Besitzt (6.1) eine nichttriviale Lésung x € C" \ {0}, so heif3t A ein Eigenwert
von A und x ein zugehdriger Eigenvektor.

Die Menge aller Eigenwerte einer Matrix A hei3t das Spektrum von A und
wird mit A(A) bezeichnet.

Genauer heif3t x # o mit (6.1) ein Rechtseigenvektor von A zu .
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Eigenwertaufgaben Vorbetrachtungen

Vorbetrachtungen

Ist A ein Eigenwert von A, so besitzt auch die Gleichung
YA -)ME)=0 (6.2)

nichttriviale Lésungen. Jedes y € C", das die Gleichung (6.2) erfullt, heiB3t ein
Linkseigenvektor von A.
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nichttriviale Lésungen. Jedes y € C", das die Gleichung (6.2) erfullt, heiB3t ein
Linkseigenvektor von A.

Die Notation ist hier nicht einheitlich. In einigen Blichern werden die
nichttrivialen Lésungen von y”(A — AE) = o die Linkseigenvektoren von A
genannt. Wenn wir nur von Eigenvektoren sprechen, so sind stets
Rechtseigenvektoren gemeint.
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Ist A ein Eigenwert von A, so besitzt auch die Gleichung
YA -)ME)=0 (6.2)

nichttriviale Lésungen. Jedes y € C", das die Gleichung (6.2) erfullt, heiB3t ein
Linkseigenvektor von A.

Die Notation ist hier nicht einheitlich. In einigen Blichern werden die
nichttrivialen Lésungen von y”(A — AE) = o die Linkseigenvektoren von A
genannt. Wenn wir nur von Eigenvektoren sprechen, so sind stets
Rechtseigenvektoren gemeint.

Die Eigenwerte X von A sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

X(z) := det(zE — A).
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Eigenwertaufgaben Vorbetrachtungen

Vorbetrachtungen

Ist X ein k-fache Nullstelle von  (ist also das Polynom x(z) durch (z — \)%,
aber nicht durch (z — \)**! teilbar), so heif3t k die algebraische Vielfachheit
a(A) von A
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aber nicht durch (z — \)**! teilbar), so heif3t k die algebraische Vielfachheit
a(A) von A

Da x den Grad n besitzt, besitzt also A genau n Eigenwerte, wenn man jeden
Eigenwert entsprechend seiner algebraischen Vielfachheit zahlt.
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Neben der algebraischen Vielfachheit betrachtet man die geometrische
Vielfachheit v(\) eines Eigenwerts .
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Eigenwert entsprechend seiner algebraischen Vielfachheit zahlt.

Neben der algebraischen Vielfachheit betrachtet man die geometrische
Vielfachheit () eines Eigenwerts A. Dies ist die Dimension des
Lésungsraums des linearen Gleichungssystems

(A—XE)x =o.
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Ist X ein k-fache Nullstelle von  (ist also das Polynom x(z) durch (z — \)%,
aber nicht durch (z — \)**! teilbar), so heif3t k die algebraische Vielfachheit
a(A) von A

Da x den Grad n besitzt, besitzt also A genau n Eigenwerte, wenn man jeden
Eigenwert entsprechend seiner algebraischen Vielfachheit zahlt.

Neben der algebraischen Vielfachheit betrachtet man die geometrische
Vielfachheit () eines Eigenwerts A. Dies ist die Dimension des
Lésungsraums des linearen Gleichungssystems

(A—XE)x=o.

Nach LA Satz 8.18 ist fir jeden Eigenwert die geometrische Vielfachheit
kleiner oder gleich der algebraischen Vielfachheit, es gilt

I1<y(A) <a(N)<n
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Eigenwertaufgaben Vorbetrachtungen

Vorbetrachtungen

Gilt B =X"'AX mit einer regularen Matrix X € C("", so heiBen die Matrizen
A und B ahnlich, den Ubergang von A zu B und auch umgekehrt nennt man
eine Ahnlichkeitstransformation.
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A und B ahnlich, den Ubergang von A zu B und auch umgekehrt nennt man
eine Ahnlichkeitstransformation.

Ahnliche Matrizen besitzen (vgl. LA Satz 8.15) dieselben Eigenwerte
einschlieBlich ihrer algebraischen und geometrischen Vielfachheit.

Naheliegend ist es nun, die Matrix A, deren Eigenwerte bestimmt werden
sollen, durch geeignete Ahnlichkeitstransformationen auf eine Gestalt zu
bringen, aus der man die Eigenwerte (oder jedenfalls Naherungen hierfiir)
von A leicht ablesen kann oder fir die das Eigenwertproblem leichter gelést
werden kann.
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Eigenwertaufgaben Vorbetrachtungen

Vorbetrachtungen

Gilt B =X"'AX mit einer regularen Matrix X € C("", so heiBen die Matrizen
A und B ahnlich, den Ubergang von A zu B und auch umgekehrt nennt man
eine Ahnlichkeitstransformation.

Ahnliche Matrizen besitzen (vgl. LA Satz 8.15) dieselben Eigenwerte
einschlieBlich ihrer algebraischen und geometrischen Vielfachheit.

Naheliegend ist es nun, die Matrix A, deren Eigenwerte bestimmt werden
sollen, durch geeignete Ahnlichkeitstransformationen auf eine Gestalt zu
bringen, aus der man die Eigenwerte (oder jedenfalls Naherungen hierfiir)
von A leicht ablesen kann oder fir die das Eigenwertproblem leichter gelést
werden kann.

Das folgende Lemma ermdglicht es, die Dimension des Eigenwertproblems
zu reduzieren.
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Eigenwertaufgaben Vorbetrachtungen

Vorbetrachtungen

Besitzt A € C("") eine Blockzerlegung
(A Ap
A= (5 )

mitA;; € C"m, A,y € Cl—mn—m) g0 gilt

NA) = NA11) UNAR). (6.3)
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Eigenwertaufgaben Vorbetrachtungen

Vorbetrachtungen

Beweis.

Es gelte
(A Ap) (x1) | (x
a= (5 42) () -2 ()

mitx; € C" und x, € C* ™,
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Vorbetrachtungen

Beweis.
Es gelte

(A Ap) (x1) | (x
a= (5 42) () -2 ()
mitx; € C" und x, € C* ™,

Gilt X 79 0, SO ist Axnxy = \xy und X € /\(Azz).
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Eigenwertaufgaben Vorbetrachtungen

Vorbetrachtungen

Beweis.
Es gelte

(A Ap) (x1) | (x
=3 42 () =G)
mitx; € C" und x, € C" .
Gilt X # 0, SO ist Axnxy = \xy und X € /\(Azz).

Istx, =0,s0QiltAj1x; = My und A € A(Aqy).
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Eigenwertaufgaben Vorbetrachtungen

Vorbetrachtungen

Beweis.
Es gelte

=5 4) ()= ()
mitx; € C" und x, € C*~™.
Gilt x2 # 0, SO ist Apxs = Ax; und A € A(Ax).
Istx, =0,s0QiltAj1x; = My und A € A(Aqy).

Es ist also
/\(A) C A(All) U /\(Azz)
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Eigenwertaufgaben Vorbetrachtungen

Vorbetrachtungen

Beweis.
Es gelte

=5 4) ()= ()
mitx; € C" und x, € C*~™.
Gilt x2 # 0, SO ist Apxs = Ax; und A € A(Ax).
Istx, =0,s0QiltAj1x; = My und A € A(Aqy).

Es ist also
/\(A) C A(All) U /\(Azz)

Z&hlt man alle Eigenwerte entsprechend ihrer algebraischen Vielfachheit, so
besitzt A n Eigenwerte, A; m Eigenwerte und A,, n — m Eigenwerte. Damit
kann die Inklusion nicht echt sein, und es ist (6.3) bewiesen. O
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Eigenwertaufgaben Vorbetrachtungen

Vorbetrachtungen

Ist J die Jordansche Normalform der Matrix A und J = X '4X, so kann man
(vgl. LA Abschnitt 8.5) alle Eigenwerte und Eigenvektoren (und auch alle
Hauptvektoren) von A aus J und der Transformationsmatrix X sofort ablesen.
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Eigenwertaufgaben Vorbetrachtungen

Vorbetrachtungen

Ist J die Jordansche Normalform der Matrix A und J = X '4X, so kann man
(vgl. LA Abschnitt 8.5) alle Eigenwerte und Eigenvektoren (und auch alle
Hauptvektoren) von A aus J und der Transformationsmatrix X sofort ablesen.

Trotzdem wird die Jordansche Normalform in der numerischen Mathematik
nicht verwendet. Den Grund zeigt das folgende, auf James Hardy Wilkinson
zurlickgehende Beispiel:
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Eigenwertaufgaben Vorbetrachtungen

Vorbetrachtungen

Beispiel 6.2: Die Stérung

o1 0 --- 0
00 1 - 0

Ja:: . . . . . GR(n’n)
a 0 0 --- 0

der Jordanschen Normalform J, mit dem n-fachen Eigenwert 0 besitzt das
charakteristische Polynom

Xa(2) = (=1)""'(&" — o).
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Eigenwertaufgaben Vorbetrachtungen

Vorbetrachtungen

Beispiel 6.2: Die Stérung

o1 0 --- 0
oo 1 --- 0

Ja:: . . . . . GR(n’n)
a 0 0 --- 0

der Jordanschen Normalform J, mit dem n-fachen Eigenwert 0 besitzt das
charakteristische Polynom

Xa(2) = (=1)""'(&" — o).

Die Matrix J,, besitzt also fir jedes « # 0 immer n verschiedene Nullstellen,
und ist daher auf Diagonalgestalt transformierbar. Dies zeigt, dass die Struktur
der Jordanschen Normalform nicht stabil unter kleinen Stérungen ist. O
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Eigenwertaufgaben Vorbetrachtungen

Vorbetrachtungen

Wir betrachten ferner nicht beliebige Ahnlichkeitstransformationen, denn die
nichtsingulare Transformationsmatrix X kann schlecht konditioniert sein.
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nichtsingulare Transformationsmatrix X kann schlecht konditioniert sein.

In diesem Fall ist die Transformation X ~'AX anfallig fir Rundungsfehler.

Um dies auszuschlieBen, beschranken wir uns auf unitare
Transformationsmatrizen U, fiir die also gilt U"U = E.
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Eigenwertaufgaben Vorbetrachtungen

Vorbetrachtungen

Wir betrachten ferner nicht beliebige Ahnlichkeitstransformationen, denn die
nichtsingulare Transformationsmatrix X kann schlecht konditioniert sein.

In diesem Fall ist die Transformation X ~'AX anfallig fir Rundungsfehler.

Um dies auszuschlieBen, beschranken wir uns auf unitare
Transformationsmatrizen U, fiir die also gilt U"U = E.

Fir diese ist
|Ux||5 = (Ux)"(Ux) = x"U"Ux = x"x = |Ix|)5

fir alle x € C, daher gilt ||U||, = 1, und da mit U auch U~! = U" unitér ist,
erhalt man x,(U) = 1.
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Eigenwertaufgaben Vorbetrachtungen

Vorbetrachtungen

Wir wissen (vgl. LA Satz 8.31), dass man genau die normalen Matrizen mit
unitédren Matrizen auf Diagonalgestalt transformieren kann. Aligemeine
Matrizen kann man auf obere Dreiecksgestalt transformieren, aus der man
dann wieder die Eigenwerte unmittelbar ablesen kann.
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unitédren Matrizen auf Diagonalgestalt transformieren kann. Aligemeine
Matrizen kann man auf obere Dreiecksgestalt transformieren, aus der man
dann wieder die Eigenwerte unmittelbar ablesen kann.

Satz 6.3 (Schursche Normalform)

Es sei A € C»")_ Dann existiert eine unitare Matrix U, so dass
U'AU=T (6.4)

obere Dreiecksgestalt besitzt. T hei3t Schursche Normalform der Matrix A.
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Wir wissen (vgl. LA Satz 8.31), dass man genau die normalen Matrizen mit
unitédren Matrizen auf Diagonalgestalt transformieren kann. Aligemeine
Matrizen kann man auf obere Dreiecksgestalt transformieren, aus der man
dann wieder die Eigenwerte unmittelbar ablesen kann.

Satz 6.3 (Schursche Normalform)

Es sei A € C»")_ Dann existiert eine unitare Matrix U, so dass
U'AU=T (6.4)

obere Dreiecksgestalt besitzt. T hei3t Schursche Normalform der Matrix A.

Siehe dazu das Skript ,Grundlagen der Numerischen Mathematik® von
Heinrich Vof3, Abschnitt 6.1. O
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Eigenwertaufgaben Vorbetrachtungen

Vorbetrachtungen

Bemerkung 6.4: Besitzt A die Schur-Zerlegung
U"AU = diag{\,..., \,} +N

mit einer strikten oberen Dreiecksmatrix N, so gilt unabhangig von der Wahl
von U fir die Schur-Norm

INI§ = [U"AU|5 — ZIAI2 lalls - ZIAI2

j=1
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Eigenwertaufgaben Vorbetrachtungen

Vorbetrachtungen

Bemerkung 6.4: Besitzt A die Schur-Zerlegung
U"AU = diag{\,..., \,} +N

mit einer strikten oberen Dreiecksmatrix N, so gilt unabhangig von der Wahl
von U fir die Schur-Norm

INI§ = [U"AU|5 — ZIAI2 lalls - ZIAI2

j=1

Es gilt || ¥]|2 = 0 genau dann, wenn A eine normale Matrix ist. Die GroRe
IN||s =: A(A) heif3t die Abweichung von A von der Normalitat.
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Eigenwertaufgaben Vorbetrachtungen

Vorbetrachtungen

Bei der bisherigen Behandlung der Ahnlichkeitstransformationen haben wir
einen wichtigen Aspekt nicht berlcksichtigt. Ist die Ausgangsmatrix A reell, so
wird man nur orthogonale Matrizen U (d.h. reelle unitare Matrizen) zur
Transformation benutzen, da sonst U7AU komplexe Elemente enthalt.
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Dreiecksgestalt transformiert werden (die Diagonale enthalt ja die
Eigenwerte).
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Vorbetrachtungen

Bei der bisherigen Behandlung der Ahnlichkeitstransformationen haben wir
einen wichtigen Aspekt nicht berlcksichtigt. Ist die Ausgangsmatrix A reell, so
wird man nur orthogonale Matrizen U (d.h. reelle unitare Matrizen) zur
Transformation benutzen, da sonst U7AU komplexe Elemente enthalt.

Besitzt A komplexe Eigenwerte, so kann A hiermit offenbar nicht auf obere
Dreiecksgestalt transformiert werden (die Diagonale enthalt ja die
Eigenwerte).

Da mit A € C \ R auch X Eigenwert von A ist (das charakteristische Polynom
hat reelle Koeffizienten!), kann man A auf Quasidreiecksgestalt
transformieren.
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Eigenwertaufgaben Vorbetrachtungen

Vorbetrachtungen

Dabei hei3t eine Matrix R Quasidreiecksmatrix, falls

Riy Ry Riz ... Ry
O Ry Ry ... Ry

R = i . . . .
0 o O ... Ry

obere Blockdreiecksgestalt besitzt und die Diagonalblécke Rj; alle die
Dimension 1 oder 2 besitzen.
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Eigenwertaufgaben Vorbetrachtungen

Vorbetrachtungen

Satz 6.5 (Reelle Schursche Normalform)

Sei A € R, Dann existiert eine orthogonale Matrix U, so dass UTAU
quasidreieckig ist. Die orthogonale Matrix U kann so gewahlt werden, dass
jeder 2 x 2-Diagonalblock R;; nur komplexe Eigenwerte besitzt.
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Vorbetrachtungen

Satz 6.5 (Reelle Schursche Normalform)

Sei A € R, Dann existiert eine orthogonale Matrix U, so dass UTAU
quasidreieckig ist. Die orthogonale Matrix U kann so gewahlt werden, dass
jeder 2 x 2-Diagonalblock R;; nur komplexe Eigenwerte besitzt.

Siehe dazu das Skript ,Grundlagen der Numerischen Mathematik” von
Heinrich VoB3, Abschnitt 6.1. O
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Eigenwertaufgaben Vorbetrachtungen

Vorbetrachtungen

Satz 6.5 (Reelle Schursche Normalform)

Sei A € R("")_ Dann existiert eine orthogonale Matrix U, so dass U'AU
quasidreieckig ist. Die orthogonale Matrix U kann so gewahlt werden, dass
jeder 2 x 2-Diagonalblock R;; nur komplexe Eigenwerte besitzt.

Siehe dazu das Skript ,Grundlagen der Numerischen Mathematik® von
Heinrich Vof3, Abschnitt 6.1.

Viele Verfahren zur Bestimmung von Eigenwerten bestehen darin, Matrizen
X zu bestimmen, so dass X,C‘IAX,c mehr und mehr einer Diagonalmatrix
gleicht. Wir fragen daher, wie gut die Eigenwerte einer Matrix durch ihre
Diagonalelemente approximiert werden.
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Eigenwertaufgaben Vorbetrachtungen

Vorbetrachtungen

Satz 6.6 (Gerschgorin)
Sei

A = (ay) € clwn, Z lagl, s Z |aj|.

];ét l?éj
Dann gilt
» Alle Eigenwerte von A liegen in der Vereinigung der Kreise

Zi:={z€C : |z—ay| <z}
» Alle Eigenwerte von A liegen in der Vereinigung der Kreise

Sji={z€C: |z—a;| <5}
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Eigenwertaufgaben Vorbetrachtungen

Vorbetrachtungen

Satz 6.6 (Gerschgorin; Fortsetzung)
» Jede Zusammenhangskomponente von

OZ" bzw. LnJSj
i=1 J=1

enthalt genau so viele Eigenwerte von A, wie Kreise an der Komponente
beteiligt sind, wobei Kreise und Eigenwerte entsprechend ihrer
(algebraischen) Vielfachheit gezahlt sind.
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Eigenwertaufgaben Vorbetrachtungen

Vorbetrachtungen

Satz 6.6 (Gerschgorin; Fortsetzung)

» Jede Zusammenhangskomponente von

OZ" bzw. LnJSj
i=1 j=1

enthalt genau so viele Eigenwerte von A, wie Kreise an der Komponente
beteiligt sind, wobei Kreise und Eigenwerte entsprechend ihrer
(algebraischen) Vielfachheit gezahlt sind.

Beweis.
Siehe dazu LA, Satz 8.84.
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Eigenwertaufgaben Vorbetrachtungen

Vorbetrachtungen

Bemerkung 6.7: Die dritte Aussage l&sst sich nicht verschéarfen zu: ,In jedem
Kreis S; bzw. Z; liegt mindestens ein Eigenwert von A%, denn sei

0 1
(0
Dann sind die Eigenwerte gegeben durch A, = +1/2 ~ £1.4142 und es liegt
kein Eigenwertin Z, = S, = {z : |z] < 1}. O
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Eigenwertaufgaben Vorbetrachtungen

Vorbetrachtungen

Bemerkung 6.7: Die dritte Aussage l&sst sich nicht verschéarfen zu: ,In jedem
Kreis S; bzw. Z; liegt mindestens ein Eigenwert von A%, denn sei

0 1
(0
Dann sind die Eigenwerte gegeben durch A, = +1/2 ~ £1.4142 und es liegt
kein Eigenwertin Z, = S, = {z : |z] < 1}. O

Far viele Eigenwert-Routinen kann man zeigen, dass die berechneten
Eigenwerte A, ..., A, die exakten Eigenwerte einer gestérten Matrix A + F
sind, wobei F eine kleine Norm besitzt. Wir fragen daher, wie Stérungen die
Eigenwerte einer Matrix beeinflussen. Beispielhaft hierfr ist:
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Eigenwertaufgaben Vorbetrachtungen

Vorbetrachtungen

Satz 6.8 (Bauer, Fike)
Ist 1« Eigenwert von A + F € C"") und

X7'AX = A = diag{\;,..., \},
so gilt

A— X)||F||p-
min A= 4| < 5, (0|1,
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Eigenwertaufgaben Vorbetrachtungen

Vorbetrachtungen

Satz 6.8 (Bauer, Fike)
Ist 1« Eigenwert von A + F € C"") und

X7'AX = A = diag{\;,..., \},
so gilt

A X)|1F|.
amin 1A =l < mp(XIIF,

Dabei bezeichnet | - ||, die von der Héldernorm

1/p

n
kel = | Dbl | . P21,
j=1

induzierte Matrixnorm und «, die Kondition bzgl. || - ||,..
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Eigenwertaufgaben Vorbetrachtungen

Vorbetrachtungen

Beweis.

Fir i € N(A) ist die Aussage trivial. Sei also . ¢ N(A).
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Eigenwertaufgaben Vorbetrachtungen

Vorbetrachtungen

Beweis.
Fiir n € N(A) ist die Aussage trivial. Sei also p ¢ A(A).

Da X '(A +F — uE)X singuldr ist, ist auch

E+ (A —uE)~ (X "'FX) = (A — uE)~'X"\(A + F — uE)X

singular.
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Eigenwertaufgaben Vorbetrachtungen

Vorbetrachtungen

Beweis.
Fiir n € N(A) ist die Aussage trivial. Sei also p ¢ A(A).

Da X '(A +F — uE)X singuldr ist, ist auch
E+(N—pE) "(X'FX)=(A— puE)"'X "(A+F — uE)X
singulér.
Also existierty € C", |ly||, = 1 mity + (N — uE)~"(X"'FX)y = o. Hieraus folgt
L=yl = [I(A — )~ (X~ 'FX)y]|,

< |I(N — pE)"'X'FX||,

< p N IE]L X
\(Ae/\A)| N|) || ||p|| ||p|| ||p’
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Eigenwertaufgaben Vorbetrachtungen

Vorbetrachtungen

Beweis.
wobei ausgenutzt wurde, dass die p-Norm einer Diagonalmatrix gleich dem
L]

Betrag des betragsmaximalen Elements der Matrix ist.

Eigenwertaufgaben 22/72
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rbetrachtungen

Beweis.

wobei ausgenutzt wurde, dass die p-Norm einer Diagonalmatrix gleich dem
Betrag des betragsmaximalen Elements der Matrix ist. Ol

Fir normale Matrizen erhélt man insbesondere
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Eigenwertaufgaben Vorbetrachtungen

Vorbetrachtungen

Beweis.
wobei ausgenutzt wurde, dass die p-Norm einer Diagonalmatrix gleich dem
Betrag des betragsmaximalen Elements der Matrix ist. O]

Fir normale Matrizen erhélt man insbesondere

Korollar 6.9
Es sei A eine normale Matrix und 1 ein Eigenwert von A + F € C(*"). Dann gilt

min [\ — F
Aei(ﬂ pl < IF |2
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Eigenwertaufgaben Vorbetrachtungen

Vorbetrachtungen

Beweis.
wobei ausgenutzt wurde, dass die p-Norm einer Diagonalmatrix gleich dem

Betrag des betragsmaximalen Elements der Matrix ist. O

Fir normale Matrizen erhélt man insbesondere

Korollar 6.9
Es sei A eine normale Matrix und 1 ein Eigenwert von A + F € C(*"). Dann gilt

min [\ — F
Ae/i(ﬂ pl < IF |2

Beweis.
Da A normal, kann man in Satz 6.8 X unitdr wahlen, und die Behauptung folgt

dann aus k,(X) = 1.
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Eigenwertaufgaben Potenzmethode

Potenzmethode

Wir betrachten in diesem Abschnitt ein Verfahren zur Bestimmung des
betragsgréBten Eigenwerts und zugehdrigen Eigenvektors, namentlich die

Potenzmethode, und eine Modifikation hiervon, um auch andere Eigenwerte
zu berechnen.
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Eigenwertaufgaben Potenzmethode

Potenzmethode

Wir betrachten in diesem Abschnitt ein Verfahren zur Bestimmung des
betragsgréBten Eigenwerts und zugehdrigen Eigenvektors, namentlich die
Potenzmethode, und eine Modifikation hiervon, um auch andere Eigenwerte
zu berechnen.

Wir besprechen die Methoden vor allem zum besseren Verstandnis des dann

im nachsten Abschnitt folgenden Arbeitspferdes zur Berechnung von
Eigenwerten und Eigenvektoren, des QR-Algorithmus.
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Eigenwertaufgaben Potenzmethode

Potenzmethode

Wir betrachten fir A € C("" die spezielle Eigenwertaufgabe

Ax = x. (6.5)
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Eigenwertaufgaben Potenzmethode

Potenzmethode

Wir betrachten fir A € C("" die spezielle Eigenwertaufgabe

Ax = x. (6.5)
Es sei A diagonalisierbar, Ax' = A\x’, i = 1,...,n, und es besitze A einen
dominanten Eigenwert A, d.h., es gelte

Al > o] = -0 = Al (6.6)
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Eigenwertaufgaben Potenzmethode

Potenzmethode

Es sei u® € C", u® # o, gegeben. Multipliziert man

n
u’ =: E ax’'
i=1

m mal mit der Matrix A, so folgt

n n m
. \ .
m_0 __ _ 1 i
A"u’ = ;:1 aN'xt = A agx’ + ;:2 «; (—)\1> xS, (6.7)
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Eigenwertaufgaben Potenzmethode

Potenzmethode

Es sei u® € C", u® # o, gegeben. Multipliziert man

n
u’ =: E ax’'
i=1

m mal mit der Matrix A, so folgt
A"’ = zn:ai,\t" T= X" agx! + zn:ai A mx" ) (6.7)
i—1 l i—2 Al

Wegen (6.6) konvergiert daher die Folge {\;”A™u’} gegen ein Vielfaches von
x!, falls o # 0 gilt, d.h. {A"u"} konvergiert gegen die Eigenrichtung span{x!'}
zum dominanten Eigenwert \;, wenn der Startvektor u° eine Komponente in
Richtung von x! besitzt.
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Eigenwertaufgaben Potenzmethode

Potenzmethode

Gilt |\| # 1, so erhélt man fiir groBBe m Exponenteniiberlauf oder -unterlauf.

Man wird also die Folge {A"u"} noch geeignet normieren und erhalt die
Potenzmethode oder das von-Mises-Verfahren.
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Eigenwertaufgaben Potenzmethode

Potenzmethode

Gilt |\| # 1, so erhélt man fiir groBBe m Exponenteniiberlauf oder -unterlauf.
Man wird also die Folge {A"u"} noch geeignet normieren und erhalt die
Potenzmethode oder das von-Mises-Verfahren.

Sei || - || irgendeine Norm auf C" und u° € C" \ {o}.
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Eigenwertaufgaben Potenzmethode

Potenzmethode

Gilt |\| # 1, so erhélt man fiir groBBe m Exponenteniiberlauf oder -unterlauf.
Man wird also die Folge {A"u"} noch geeignet normieren und erhalt die
Potenzmethode oder das von-Mises-Verfahren.

Sei || - || irgendeine Norm auf C" und u° € C" \ {o}.

Algorithmus 6.10 (Potenzmethode):

for m = 0,1,... until convergence do
Vm+1l = AUp;
K1 = |[Vimg1ll7
Um+1 = Vm+1/km+1;

end
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Eigenwertaufgaben Potenzmethode

Potenzmethode

H&ufig wird eine andere Skalierung der erzeugten Folge gewahlt, die billiger
ist als die Normierung. Sei dazu € € C" ein gegebener Vektor. Hiermit
iterieren wir nun geman

Algorithmus 6.11 (Potenzmethode):

for m = 0,1,... until convergence do
V41 = Auy,;
Kmy1 = 4 *Vintls
Um+1l = Vmtl /km+1 7

end
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Eigenwertaufgaben Potenzmethode

Potenzmethode

Satz 6.12
Es sei A\; dominanter Eigenwert von A und

n
u’ = E o;x’
i=1

mit «; 0 und £ € C".
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Eigenwertaufgaben Potenzmethode

Potenzmethode

Satz 6.12

Es sei A\; dominanter Eigenwert von A und

n
u’ = E o;x’
i=1

mit «; 0 und £ € C".

Es seien ™ und k,, nach Algorithmus 6.11 berechnet.
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Eigenwertaufgaben Potenzmethode

Potenzmethode

Satz 6.12

Es sei A\; dominanter Eigenwert von A und

n
u’ = E ax’
i=1

mit «; 0 und £ € C".
Es seien u™ und k,, nach Algorithmus 6.11 berechnet.
Gilt dann 27w + 0 fiir alle m € N und £”x' # 0, so ist

x'.

lim k, = A lim u™ =
m—oo e m— o0 EHxl
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Eigenwertaufgaben Potenzmethode

Potenzmethode

Beweis.

Offensichtlich gilt

w A"
W= Ym0
L7A"u
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Eigenwertaufgaben Potenzmethode

Potenzmethode
Beweis.
Offensichtlich gilt
L A"y
A0
Daher ist
A"y 1AM y0

ky, = 0y = gHAu" ! = 01A

A0~ gTA T 0
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Eigenwertaufgaben Potenzmethode

Potenzmethode
Beweis.
Offensichtlich gilt
e A"y
ATy
Daher ist
A"y LA™Y

_ pH.m _ pH m—1 __ pH _
kn =£€7v" = €7 Au =/ AEHAm_IuO = a1
und aus

lim A\7"A"™u’ = o x!
1
m—o0
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Eigenwertaufgaben Potenzmethode

Potenzmethode

Beweis.

Offensichtlich gilt
. AT
u' = ———.
27A™u0
Daher ist
A"y LA™ 0
_ pH.m _ pH m—1 __ pH _
kn =£€7v" = €7 Au =/ AEHA’"_IuO = a1
und aus
lim A\ "A"u’ = a;x!
m—oQ
folgt
1 lim £7(\;"A"u’)
lim A\ 'k, = —2—== = 1,
me T im0 )
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Eigenwertaufgaben Potenzmethode

Potenzmethode

Beweis.

d.h.

lim km = )\1
m—0o0
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Eigenwertaufgaben Potenzmethode

Potenzmethode

Beweis.
d.h.

lim km = )\1
und

A"y
lim #™ = lim —
m— 00 m—>oo£ Amuo

Oélxl aF Z Oé,'()\,'/)\l)mxi
i=2

arfx' + ) "o/ a)" ey
i=2

xl

£Hx1
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Eigenwertaufgaben Potenzmethode

Potenzmethode

Bemerkung 6.13:

» Eine haufige Wahl von £ ist £ = ¢* fir ein k € {1,...,n}, d.h. man
normiert im Eigenvektor die kte Komponente zu 1, wobei man oft nicht
vorhersagen kann, welches k geeignet ist (eine Ausnahme bilden
symmetrische Tridiagonalmatrizen).
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Eigenwertaufgaben Potenzmethode

Potenzmethode

Bemerkung 6.13:

» Eine haufige Wahl von £ ist £ = ¢* fir ein k € {1,...,n}, d.h. man
normiert im Eigenvektor die kte Komponente zu 1, wobei man oft nicht
vorhersagen kann, welches k geeignet ist (eine Ausnahme bilden
symmetrische Tridiagonalmatrizen).

» IstA € R nichtnegativ und irreduzibel, so ist der zum Spektralradius
gehdrende Eigenvektor positiv und man kann £ = (1, 1,...,1)" wahlen,
wenn u° positive Komponenten hat.
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Eigenwertaufgaben Potenzmethode

Potenzmethode

Bemerkung 6.13:

» Eine haufige Wahl von £ ist £ = ¢* fir ein k € {1,...,n}, d.h. man
normiert im Eigenvektor die kte Komponente zu 1, wobei man oft nicht
vorhersagen kann, welches k geeignet ist (eine Ausnahme bilden
symmetrische Tridiagonalmatrizen).

» IstA € R nichtnegativ und irreduzibel, so ist der zum Spektralradius
gehdrende Eigenvektor positiv und man kann £ = (1, 1,...,1)" wahlen,
wenn u° positive Komponenten hat.

» Wir haben a; # 0 vorausgesetzt. Diese Voraussetzung ist nicht
einschneidend, denn durch Rundungsfehler wird (fast immer) ein u™
erzeugt, das eine Komponente in Richtung von x! besitzt.
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Eigenwertaufgaben Potenzmethode

Potenzmethode

Bemerkung 6.13:

» Eine haufige Wahl von £ ist £ = ¢* fir ein k € {1,...,n}, d.h. man
normiert im Eigenvektor die kte Komponente zu 1, wobei man oft nicht
vorhersagen kann, welches k geeignet ist (eine Ausnahme bilden
symmetrische Tridiagonalmatrizen).

» IstA € R nichtnegativ und irreduzibel, so ist der zum Spektralradius
gehdrende Eigenvektor positiv und man kann £ = (1, 1,...,1)" wahlen,
wenn u° positive Komponenten hat.

» Wir haben a; # 0 vorausgesetzt. Diese Voraussetzung ist nicht
einschneidend, denn durch Rundungsfehler wird (fast immer) ein u™
erzeugt, das eine Komponente in Richtung von x! besitzt.

> Ist \; mehrfacher Eigenwert von A und A diagonalahnlich, so bleiben alle
Uberlegungen richtig, wenn nur «° eine Komponente in Richtung des
Eigenraumes von A zu )\, besitzt oder eine solche durch Rundungsfehler
erzeugt wird.
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Eigenwertaufgaben Potenzmethode

Potenzmethode

> IstA € RO mit [\ ] = |Xo| > [As] = ... = [\ und A\ # X\ (also A = X,
oder \; = —X,), so erhélt man keine Konvergenz, sondern es treten in
der Folge {u™} Oszillationen auf. Auch in diesem Fall kann man aus (drei
aufeinanderfolgenden Elementen) der Folge {u™} Naherungen fiir die zu
A1 und A, gehérenden Eigenvektoren ermitteln. Eine ausfihrliche
Diskussion findet man in Zurmihl, pp. 283 ff.
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Eigenwertaufgaben Potenzmethode

Potenzmethode

> IstA € RO mit [\ ] = |Xo| > [As] = ... = [\ und A\ # X\ (also A = X,
oder \; = —X,), so erhélt man keine Konvergenz, sondern es treten in
der Folge {u™} Oszillationen auf. Auch in diesem Fall kann man aus (drei
aufeinanderfolgenden Elementen) der Folge {u™} Naherungen fiir die zu
A1 und A, gehérenden Eigenvektoren ermitteln. Eine ausfihrliche
Diskussion findet man in Zurmihl, pp. 283 ff.

» SchlieBlich haben wir vorausgesetzt, dass A diagonalisierbar ist. Ist dies
nicht erfiillt, so muss man u° als Linearkombination von Hauptvektoren
darstellen und erhélt ebenfalls Konvergenz des Verfahrens (vgl. Collatz,
pp. 325 ff.).
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Eigenwertaufgaben Potenzmethode

Potenzmethode

» FUr die Konvergenzgeschwindigkeit gilt mit ¢ = max [Ai/ Al

A0

et = M=o~ M
1

— eHAmuoeH(Am“uO - \A"u?)

_ /\TJrl i A"

- EHAmuO (ZO&, (( > )\_1 X
)\m—i-l m
s € ||22|a,

< Cq" (6.8)

< 1] [l

A
A

d.h. wir haben lineare Konvergenz mit Konvergenzfaktor g.
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Eigenwertaufgaben Potenzmethode

Potenzmethode

Ist also |A;| von den Betragen der Ubrigen Eigenwerte gut getrennt, so
erhélt man rasche Konvergenz, i. A. ist das Verfahren aber sehr langsam.
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Eigenwertaufgaben Potenzmethode

Potenzmethode

Ist also |A;| von den Betragen der Ubrigen Eigenwerte gut getrennt, so
erhélt man rasche Konvergenz, i. A. ist das Verfahren aber sehr langsam.

» Bisweilen kann die Konvergenzgeschwindigkeit durch eine geschickte
Spektralverschiebung verbessert werden, d.h. betrachte A + oFE, o € C.

Dann gehen die Eigenwerte Uber in A; + «, und die
Konvergenzgeschwindigkeit wird bestimmt durch

i+«
A+ a

g:= m

i=2,...,n

Die Verbesserung hierdurch ist meistens unwesentlich.
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Eigenwertaufgaben Potenzmethode

Potenzmethode

Eine erhebliche Beschleunigung der von-Mises-Iteration erhalt man durch die
inverse lteration, die 1944 von Wielandt eingefiihrt wurde bei der
Stabilitdtsanalyse von Strukturen, die kleine Stérungen bekannter Systeme
sind. In diesem Fall sind gute Approximationen fir die relevanten Eigenwerte
bekannt und man erhalt (wie wir noch sehen werden) rasche Konvergenz.
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Eigenwertaufgaben Potenzmethode

Potenzmethode

Eine erhebliche Beschleunigung der von-Mises-Iteration erh&lt man durch die
inverse lteration, die 1944 von Wielandt eingefiihrt wurde bei der
Stabilitdtsanalyse von Strukturen, die kleine Stérungen bekannter Systeme
sind. In diesem Fall sind gute Approximationen fir die relevanten Eigenwerte
bekannt und man erhalt (wie wir noch sehen werden) rasche Konvergenz.

Heute wird die inverse Iteration vor allem verwendet zur Bestimmung von
Eigenvektoren, wenn wenig Eigenwerte und Eigenvektoren gesucht sind.
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Eigenwertaufgaben Potenzmethode

Potenzmethode

Sei \ # ), fur alle i. Dann besitzt die Matrix (\E — A)~! die Eigenwerte
1/(X — \;) und die Eigenvektoren stimmen mit denen von A Uberein.
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Eigenwertaufgaben Potenzmethode

Potenzmethode

Sei \ # ), fur alle i. Dann besitzt die Matrix (\E — A)~! die Eigenwerte
1/(A — A;) und die Eigenvektoren stimmen mit denen von A Uberein.

Fuhrt man die von-Mises-lteration fir (AE — A)~! aus und gilt
|)‘_)‘i| < |>‘_>‘j|a Jj=1...n j#ia

mit einem einfachen Eigenwert ); von A, so ist (A — \;)~! dominanter
Eigenwert von (AE — A)~! und die Konvergenzgeschwindigkeit wird bestimmt
durch

A=A\
A=\

‘= max
1 J#
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Eigenwertaufgaben Potenzmethode

Potenzmethode

Sei \ # ), fur alle i. Dann besitzt die Matrix (\E — A)~! die Eigenwerte
1/(A — A;) und die Eigenvektoren stimmen mit denen von A Uberein.

Fuhrt man die von-Mises-lteration fir (AE — A)~! aus und gilt
|)‘_)‘i| < |>‘_>‘j|a Jj=1...n j#ia

mit einem einfachen Eigenwert ); von A, so ist (A — \;)~! dominanter
Eigenwert von (AE — A)~! und die Konvergenzgeschwindigkeit wird bestimmt
durch

= max A )\i
=N Nl

Ist also A eine gute N&herung fir \;, so erhélt man sehr schnelle Konvergenz.
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Eigenwertaufgaben Potenzmethode

Potenzmethode

Algorithmus 6.14 (Inverse Ilteration; feste Shifts):

for m = 0,1,... until convergence do
Ldse (AE-RA) Vi1 = Up;
Kyt = £/ *xVpyr;
Untl = Virt/Kmp17

end
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Eigenwertaufgaben Potenzmethode

Potenzmethode

Algorithmus 6.14 (Inverse Ilteration; feste Shifts):

for m = 0,1,... until convergence do
Ldse (AE-RA) Vi1 = Up;
Kyt = £/ *xVpyr;
Untl = Virt/Kmp17

end

Wie in Satz 6.12 erhalt man im Fall |A — \;| < [X — \;| fUr alle j # i

x! 1
u" — ——., ky > ——

i’ " A=\

unter den entsprechenden Voraussetzungen o; # 0, £7v" # 0, £7x' +# 0.
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Eigenwertaufgaben Potenzmethode

Potenzmethode

Die Konvergenz ist natirlich linear (vgl. (6.8)). Dies wird verbessert, wenn
man A gleichzeitig iteriert:
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Eigenwertaufgaben Potenzmethode

Potenzmethode

Die Konvergenz ist natirlich linear (vgl. (6.8)). Dies wird verbessert, wenn
man A gleichzeitig iteriert:

Algorithmus 6.15 (Inverse Iteration; variable Shifts):

for m = 0,1,... until convergence do
Lése (ApE-RA)Vpt1 = Upi
kmt1 = 4 *Vm+17

Um+l = Vmtl /km+1 7
Amtt = A= 1/Kmy1;
end
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Eigenwertaufgaben Potenzmethode

Potenzmethode

Die Konvergenz ist natirlich linear (vgl. (6.8)). Dies wird verbessert, wenn
man A gleichzeitig iteriert:

Algorithmus 6.15 (Inverse Iteration; variable Shifts):

for m = 0,1,... until convergence do
Lése (ApE-RA)Vpt1 = Upi
kmt1 = 4 *Vm+17

Ump4+1 = Vm+1/km+l;
Akl = A= 1/Kmy1i
end

Es gilt k11 — (A — \;)~!. Hieraus erh&lt man eine Schatzung Amg1y fOr A
durch
km+1 ~ 1/()‘(m) - )‘(m+l))

und damit die Aufdatierung des Shift-Parameters in Algorithmus 6.15.

Jens-Peter M. Zemke Numerische Verfahren Eigenwertaufgaben

38/72



Eigenwertaufgaben Potenzmethode

Potenzmethode

Sei ) ein algebraisch einfacher Eigenwert von A mit zugehérigem Eigenvektor
it und es gelte £”ii = £"u® = 1. Dann konvergiert das Verfahren in
Algorithmus 6.15 lokal quadratisch gegen A bzw. i.
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Eigenwertaufgaben Potenzmethode

Potenzmethode

Satz 6.16

Sei ) ein algebraisch einfacher Eigenwert von A mit zugehérigem Eigenvektor
it und es gelte £”ii = £"u® = 1. Dann konvergiert das Verfahren in
Algorithmus 6.15 lokal quadratisch gegen A bzw. i.

Beweis.

Wir zeigen, dass das Verfahren genau die lterationsvorschrift des
Newton-Verfahrens fiir das Gleichungssystem

F(u,\) = @Zu_j‘i‘) - (?))

ist und dass F'(ii, \) reguldr ist. Dann folgt die quadratische Konvergenz
sowohl fiir den Eigenvektor als auch den Eigenwert aus einem Satz in
Mathematik Ill. Wir werden auf das Newton-Verfahren in Kapitel 7 eingehen.
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Eigenwertaufgaben Potenzmethode

Potenzmethode

Beweis.

Es gilt
ME—A
F’(u,A):( i g)

Das Newton-Verfahren ist also gegeben durch
AmE—A u" Wt —un _ Amu™ — Au™
o 0 A(m+1) — A(m) a ym — 1

()\(m)E —A)um+l + ()‘(m+1) = )\(m)) u" =o

Myt =1,

d.h.

und dies ist dquivalent zu Algorithmus 6.15.
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Eigenwertaufgaben Potenzmethode

Potenzmethode

Beweis.

Es sei nun im Gegensatz zur Annahme F'(it, \) singuldr,

@R () <o

(AE — A + pit =0, £"v=0.

d.h.
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Eigenwertaufgaben Potenzmethode

Potenzmethode

Beweis.
Es sei nun im Gegensatz zur Annahme F'(ii, \) singular,

F'(ii, \) <;) =0,

d.h.

Im Falle . = 0 gilt ;
(AE—A)v =o,

d.h., da \ ein einfacher Eigenwert von A ist, v = aai fir ein oo € C und es folgt

0=¢"3 = a.
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Eigenwertaufgaben Potenzmethode

Potenzmethode

Beweis.

Es sei nun im Gegensatz zur Annahme F'(ii, \) singular,
F'(ii, \ v) =o,
@ ()

NE — AW + it =0, £y =0.
( W+ ;

d.h.

Im Falle . = 0 gilt ;
(AE—A)v =o,

d.h., da \ ein einfacher Eigenwert von A ist, v = aai fir ein oo € C und es folgt
0= £ = .

Damit ist dann aber der Vektor aus dem Nullraum von F'(ii, \) der Nullvektor,
was die Regularitét der Jacobi-Matrix ergibt.
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Eigenwertaufgaben Potenzmethode

Potenzmethode

Beweis.
Im Falle p £ 0 gilt

(ME —A)y = —pii 0
und daher y ;
(AE —A)*v = —u(ME — A)ii = o.

Der Vektor v ist also ein Hauptvektor 2. Stufe und daher besitzt A mindestens
die algebraische Vielfachheit 2. Dieses ergibt einen Widerspruch zur
Annahme. Ol
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Eigenwertaufgaben Potenzmethode

Potenzmethode

Beweis.
Im Falle p # 0 gilt

(AE —A)y = —pit # o
und daher y ;
(AE —A)*v = —u(ME — A)ii = o.

Der Vektor v ist also ein Hauptvektor 2. Stufe und daher besitzt A mindestens
die algebraische Vielfachheit 2. Dieses ergibt einen Widerspruch zur
Annahme. Ol

Bemerkung 6.17: Man entnimmt dem Beweis sofort, dass das Verfahren in
Algorithmus 6.14 auch dann lokal konvergiert, wenn A nicht diagonalisierbar
ist. O
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Eigenwertaufgaben Potenzmethode

Potenzmethode

Die inverse lteration konvergiert sogar kubisch, wenn die Matrix A
symmetrisch ist und wenn die N&herung fiir den Eigenwert aufdatiert wird mit
dem Rayleighschen Quotienten

(um)HAum
Am) =
w3
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Eigenwertaufgaben Potenzmethode

Potenzmethode

Die inverse lteration konvergiert sogar kubisch, wenn die Matrix A
symmetrisch ist und wenn die N&herung fiir den Eigenwert aufdatiert wird mit
dem Rayleighschen Quotienten

_ (um)HAum

Am) =
) 12

Diese Aufdatierung ist auch bei nicht symmetrischen Matrizen sinnvoll wegen
des folgenden Lemmas. Man erhalt dann wie in Satz 6.16 quadratische
Konvergenz (s. Stewart, pp. 346 ff.).
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Eigenwertaufgaben Potenzmethode

Potenzmethode

Lemma 6.18

Sei A € C"" beliebig, x € C" und fiir u € C

r(p) = Ax — px
der zugehdrige Defekt. Dann gilt

xPAx

()2 =min & p=7—5.
[45;
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Eigenwertaufgaben Potenzmethode

Potenzmethode

Lemma 6.18

Sei A € C"" beliebig, x € C" und fiir u € C

r(p) == Ax — px
der zugehdrige Defekt. Dann gilt

xPAx
p=
[lx113

Beweis.

Die Aufgabe ||r()|2 = min ist ein lineares Ausgleichsproblem zur
Bestimmung von p mit der Koeffizientenmatrix x und der rechten Seite Ax. Die
Normalgleichung hierzu lautet

xTxp = xMAx. O

()]l = min <
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Eigenwertaufgaben Potenzmethode

Potenzmethode

Auf den ersten Blick scheint es eine Schwierigkeit bei der inversen Iteration zu
sein, dass die Koeffizientenmatrix A\, E — A des zu I6senden linearen
Gleichungssystems bei Konvergenz von ), gegen einen Eigenwert von A
mehr und mehr singular wird, die Kondition also wachst und damit der Fehler
der Losung des Gleichungssystems wachst.
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Eigenwertaufgaben Potenzmethode

Potenzmethode

Auf den ersten Blick scheint es eine Schwierigkeit bei der inversen Iteration zu
sein, dass die Koeffizientenmatrix A\, E — A des zu I6senden linearen
Gleichungssystems bei Konvergenz von ), gegen einen Eigenwert von A
mehr und mehr singular wird, die Kondition also wachst und damit der Fehler
der Losung des Gleichungssystems wachst.

Man kann jedoch zeigen (vgl. Chatelin, pp. 217 ff.), dass (bei gut
konditionierten Problemen) der Fehler, der bei der Lésung von
(Apm)E — A)y™t! = u™ gemacht wird, vornehmlich die Richtung des
Eigenvektors zu A, also die gewlinschte Richtung hat.
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Eigenwertaufgaben QR-Algorithmus

QR-Algorithmus

Der QR-Algorithmus dient dazu, alle Eigenwerte einer Matrix A € C*") zu
bestimmen.
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Eigenwertaufgaben QR-Algorithmus

QR-Algorithmus

Der QR-Algorithmus dient dazu, alle Eigenwerte einer Matrix A € C*") zu
bestimmen.

Er wurde von Francis und Kublanovskaya unabhangig voneinander im Jahr
1961 eingefiihrt.
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Eigenwertaufgaben QR-Algorithmus

QR-Algorithmus

Der QR-Algorithmus dient dazu, alle Eigenwerte einer Matrix A € C*") zu
bestimmen.

Er wurde von Francis und Kublanovskaya unabhangig voneinander im Jahr
1961 eingefiihrt.

Er wird heute als das beste Verfahren zur Losung der vollstédndigen
Eigenwertaufgabe fur nichtsymmetrische Probleme angesehen.
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Eigenwertaufgaben QR-Algorithmus

QR-Algorithmus

Es sei Ay := A. Die Grundform des QR-Algorithmus ist gegeben durch

Algorithmus 6.19 (QR-Algorithmus; Grundform):

for i = 0,1,... until convergence do
Zerlege A; = QjR;; (QR-Zerlegung)
Aiy1 = RiQj

end
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Eigenwertaufgaben QR-Algorithmus

QR-Algorithmus

Es sei Ay := A. Die Grundform des QR-Algorithmus ist gegeben durch

Algorithmus 6.19 (QR-Algorithmus; Grundform):

for i = 0,1,... until convergence do
Zerlege A; = QjR;; (QR-Zerlegung)
Aiy1 = RiQj

end

Die durch den QR-Algorithmus erzeugten Matrizen A; sind einander &hnlich
und damit &hnlich zu A, denn es gilt

A1 =RQ; = 0/ (Q.R)Q; = 07AQ,.
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Eigenwertaufgaben QR-Algorithmus

QR-Algorithmus

Es sei Ay := A. Die Grundform des QR-Algorithmus ist gegeben durch

Algorithmus 6.19 (QR-Algorithmus; Grundform):

for i = 0,1,... until convergence do
Zerlege A; = QjR;; (QR-Zerlegung)
Aiy1 = RiQj

end

Die durch den QR-Algorithmus erzeugten Matrizen A; sind einander &hnlich
und damit &hnlich zu A, denn es gilt

Air1 =RiQ; = 07 (Q.R)Q; = 0'A0,.

Die Konvergenz des QR-Algorithmus wird durch den folgenden Satz
beschrieben.
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Eigenwertaufgaben QR-Algorithmus

QR-Algorithmus

Satz 6.20

Es seien die Eigenwerte von A € C"") dem Betrage nach voneinander
verschieden und angeordnet geman

[A1] > [Aa] > - > |\ > 0. (6.9)

Es sei A = XAX ' und es besitze die Matrix ¥ := X' eine LR-Zerlegung.
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Eigenwertaufgaben QR-Algorithmus

QR-Algorithmus

Satz 6.20

Es seien die Eigenwerte von A € C"") dem Betrage nach voneinander
verschieden und angeordnet geman

|/\1| > |)\2| > > |)\n| > 0. (6.9)
Es sei A = XAX ' und es besitze die Matrix ¥ := X' eine LR-Zerlegung.

Dann konvergiert der QR-Algorithmus im Wesentlichen, d.h., fiir die Elemente
VOn A; := (a}l?)ﬁk gilt

limay) =0 fir j>k

i—00

limal) = N fur k=1,....n.
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Eigenwertaufgaben QR-Algorithmus

QR-Algorithmus

Bemerkung 6.21: Am Ende sind die Eigenwerte von A in A; der Gré3e der
Betrage nach geordnet. O
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Eigenwertaufgaben QR-Algorithmus

QR-Algorithmus

Bemerkung 6.21: Am Ende sind die Eigenwerte von A in A; der Gré3e der

Betrédge nach geordnet.
1 -1 -1
A= 4 6 3
-4 —4 -1

besitzt die Eigenwerte A\; = 3, A, =2 und A\; = 1 und fir die Matrix der
Eigenvektoren gilt (bis auf die Normierung)

O

Beispiel 6.22: Die Matrix

0 -1 -1 2 2 1
X = 1 1 2 und X '=1| 0
-1 0 -2 -1 -1 -1
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Eigenwertaufgaben QR-Algorithmus

QR-Algorithmus

Die Voraussetzungen von Satz 6.20 sind also erfillt. Man erhalt

3.000034  —0.577363  8.981447
A~ 9.78 - 10~° 1.999995 1.4142593 | . (]
—6.91-107%  3.99-107% 0.999972
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Eigenwertaufgaben QR-Algorithmus

QR-Algorithmus

Die Voraussetzungen von Satz 6.20 sind also erfillt. Man erhalt

3.000034  —0.577363  8.981447
Ay =~ 9.78 - 10~° 1.999995 1.4142593 | . (]
—6.91-107%  3.99-107% 0.999972

Bemerkung 6.23: Wegen (6.9) ist A diagonalisierbar, d.h. X und damit ¥

existieren. Die einzige Forderung in Satz 6.20 an die Matrix X ist also, dass

Y := X' eine LR-Zerlegung besitzt. Verzichtet man hierauf, so erhélt man
Tim al = Ay

flr eine von A abhangige Permutation = von {1,...,n} (vgl. mit dem Buch von

Wilkinson, p. 519 ff.). O
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Eigenwertaufgaben QR-Algorithmus

QR-Algorithmus

Beispiel 6.24: Fir die Matrix

1 0 1
A= 2 3 -1
-2 -2

-1 -1 -1 1 1 0
X=| 2 1 1 und X '=|[-2 —2 -1
-2 -1 0 0o 1 1

ist die Voraussetzung von Satz 6.20 nicht erfiillt. Die Matrix X~'(1:2,1 : 2) ist
singular.
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Eigenwertaufgaben QR-Algorithmus

QR-Algorithmus

Der QR-Algorithmus liefert nach 30 Schritten

3.0000058 —2.0000014  2.9999975
Ap~ | 1.16-107°  0.9999989 —0.9999978
~1.16-10°  6.69-10~°  1.9999953

Die Diagonalelemente scheinen also gegen die Eigenwerte zu konvergieren,
wobei sie allerdings nicht nach der Betragsg63e geordnet sind.
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Eigenwertaufgaben QR-Algorithmus

QR-Algorithmus

Der QR-Algorithmus liefert nach 30 Schritten

3.0000058 —2.0000014 2.9999975
Az~ 1.16- 107 0.9999989  —0.9999978
~1.16-107%  6.69-1073 1.9999953

Die Diagonalelemente scheinen also gegen die Eigenwerte zu konvergieren,
wobei sie allerdings nicht nach der Betragsgd3e geordnet sind.

Diese Konvergenz wirde auch bei exakter Rechnung eintreten (vgl.
Bemerkung 6.23). Iteriert man weiter, so erhalt man (durch Rundungsfehler)

345210713 —3.5355303  0.7071247
Ao ~ 14810713 1.9999949  —1.0000051 | ,
~7.52.1071% —507-10~°  1.0000051

also doch noch Konvergenz gegen eine Dreiecksmatrix mit der Betragsgrof3e
nach geordneten Eigenwerten. O

Jens-Peter M. Zemke Numerische Verfahren Eigenwertaufgaben 52/72



Eigenwertaufgaben QR-Algorithmus

QR-Algorithmus

Bemerkung 6.25: IstA ¢ R so gilt @, € R""), R, € R fiir alle k, und
der ganze Algorithmus verlauft in R.
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Eigenwertaufgaben QR-Algorithmus

QR-Algorithmus

Bemerkung 6.25: IstA ¢ R so gilt @, € R""), R, € R fiir alle k, und
der ganze Algorithmus verlauft in R.

Sind alle Eigenwerte betragsmaBig verschieden, so sind sie alle reell, und der
QR-Algorithmus konvergiert. Besitzt A jedoch komplexe Eigenwerte, so kann
die Grundform nicht konvergieren.
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Eigenwertaufgaben QR-Algorithmus

QR-Algorithmus

Bemerkung 6.25: IstA ¢ R so gilt @, € R""), R, € R fiir alle k, und
der ganze Algorithmus verlauft in R.

Sind alle Eigenwerte betragsmaBig verschieden, so sind sie alle reell, und der
QR-Algorithmus konvergiert. Besitzt A jedoch komplexe Eigenwerte, so kann
die Grundform nicht konvergieren.

IstA e C»") Hermitesch, so sind alle A,, Hermitesch und A,, konvergiert unter
den Voraussetzungen von Satz 6.20 gegen eine Diagonalmatrix. O
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Eigenwertaufgaben QR-Algorithmus

QR-Algorithmus

Bemerkung 6.25: IstA ¢ R so gilt @, € R""), R, € R fiir alle k, und
der ganze Algorithmus verlauft in R.

Sind alle Eigenwerte betragsmaBig verschieden, so sind sie alle reell, und der
QR-Algorithmus konvergiert. Besitzt A jedoch komplexe Eigenwerte, so kann
die Grundform nicht konvergieren.

IstA e C»") Hermitesch, so sind alle A,, Hermitesch und A,, konvergiert unter
den Voraussetzungen von Satz 6.20 gegen eine Diagonalmatrix. O

Ein Nachteil der Grundform des QR-Algorithmus ist, dass sie sehr aufwandig

ist. Ist A voll besetzt, so bendtigt man in jedem Schritt O(n*) Operationen zur
Bestimmung der QR-Zerlegung.
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Eigenwertaufgaben QR-Algorithmus

QR-Algorithmus

Wir beschleunigen nun den QR-Algorithmus auf zwei Weisen.
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Eigenwertaufgaben QR-Algorithmus

QR-Algorithmus

Wir beschleunigen nun den QR-Algorithmus auf zwei Weisen.

Erstens erhdhen wir mit Hilfe von Shifts die Konvergenzgeschwindigkeit und
zweitens zeigen wir, dass die Hessenberg-Gestalt einer Matrix im Laufe eines
QR-Schritts erhalten bleibt.
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Eigenwertaufgaben QR-Algorithmus

QR-Algorithmus

Wir beschleunigen nun den QR-Algorithmus auf zwei Weisen.

Erstens erhdhen wir mit Hilfe von Shifts die Konvergenzgeschwindigkeit und
zweitens zeigen wir, dass die Hessenberg-Gestalt einer Matrix im Laufe eines
QR-Schritts erhalten bleibt.

Da die QR-Zerlegung einer Hessenberg-Matrix nur O(n*) Operationen

bendtigt, werden wir Matrizen vor Anwendung des QR-Algorithmus zunachst
unitér auf Hessenberg-Gestalt transformieren.
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Eigenwertaufgaben QR-Algorithmus

QR-Algorithmus

Wir beschleunigen nun den QR-Algorithmus auf zwei Weisen.

Erstens erhdhen wir mit Hilfe von Shifts die Konvergenzgeschwindigkeit und
zweitens zeigen wir, dass die Hessenberg-Gestalt einer Matrix im Laufe eines
QR-Schritts erhalten bleibt.

Da die QR-Zerlegung einer Hessenberg-Matrix nur O(n*) Operationen
bendtigt, werden wir Matrizen vor Anwendung des QR-Algorithmus zunachst
unitér auf Hessenberg-Gestalt transformieren.

Doch zuerst présentieren wir die angesprochene Verbesserung durch Einbau
von Shifts in den QR-Algorithmus.
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Eigenwertaufgaben QR-Algorithmus

QR-Algorithmus

Sei A; := A. Wir betrachten dann die geshiftete Version des QR-Algorithmus:
Algorithmus 6.26 (QR-Algorithmus mit Shifts):

for i = 1,2,... until convergence do
Wahle einen geeigneten Shift k;;
Zerlege A;—K;E = QiR;;
Ait1 = RiQitKE]

end
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Eigenwertaufgaben QR-Algorithmus

QR-Algorithmus

Far die hierdurch erzeugten Matrizen gilt
R; = Q7(A; — KiE),

und
A =07 (A; — KiE)Q; + KiE = Q7A,0,. (6.10)
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Eigenwertaufgaben QR-Algorithmus

QR-Algorithmus

Far die hierdurch erzeugten Matrizen gilt

Ri = QtH(Al - K/l'E)v

und
A =07 (A; — KiE)Q; + KiE = Q7A,0,. (6.10)

Die A; sind also alle der Matrix A ahnlich und haben dieselben Eigenwerte.
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Eigenwertaufgaben QR-Algorithmus

QR-Algorithmus

Far die hierdurch erzeugten Matrizen gilt
R; = Q7(A; — KiE),

und
A =07 (A; — KiE)Q; + KiE = Q7A,0,. (6.10)

Die A; sind also alle der Matrix A ahnlich und haben dieselben Eigenwerte.

Um die Parameter k; geeignet zu wahlen, Gberlegen wir uns einen
Zusammenhang von Algorithmus 6.26 und der inversen lteration.
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Eigenwertaufgaben QR-Algorithmus

QR-Algorithmus

Satz 6.27

Es seien orthogonale Matrizen U; und obere Dreicksmatrizen S; definiert als

U,‘ = QIQZ'“Qi’ Si ::RiRi_l"'Rl-

Dann gilt

U,'Si = (A — IiiE)(A — Hi_lE) s (A — K]E) ZP(A) (611)
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Eigenwertaufgaben QR-Algorithmus

QR-Algorithmus

Satz 6.27

Es seien orthogonale Matrizen U; und obere Dreicksmatrizen S; definiert als

Ui = QIQZ'“Qi’ Si ::RiRi—l"'Rl-

Dann gilt

UsS; = (A — KiE)(A — ki1E) - - (A — 5,E) = p(A). (6.11)

Beweis.

Zundchst folgt aus (6.10) durch Induktion

A = UPAU,. (6.12)

Firi =1 besagt (6.11) U;S; = Q,R, = A — ,E und dies ist gerade die
Zerlegung im ersten Schritt von Algorithmus 6.26.
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Eigenwertaufgaben QR-Algorithmus

QR-Algorithmus

Beweis.
Sei (6.11) bereits fir i — 1 bewiesen. Dann folgt aus der Definition von A4,
R = (A1 — KiE)QY
=U"(A - KE)UQY
=U"(A — wE)U,_,

und hieraus erhalt man durch Rechtsmultiplikation mit S;_; und
Linksmultiplikation mit U;

UiSi = (A — niE)Ui_lS,-_l
= (A — K),E)(A — /iil'_lE) 000 (A — KZ]E)

nach Induktionsannahme.
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QR-Algorithmus

Aus der Darstellung (6.11) folgt sofort

(A" —RE)~" - (A" — RE)”e" = Ui(S) e
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Eigenwertaufgaben QR-Algorithmus

QR-Algorithmus

Aus der Darstellung (6.11) folgt sofort

(A" —mE)™' .- (A" —®E) " = U;(S¥) " e".

Da mit S auch (5¥)~! eine untere Dreiecksmatrix ist, gilt
U,'(SlH)ilen = a,-U,-e"

flr ein g; € C.
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Eigenwertaufgaben QR-Algorithmus

QR-Algorithmus

Aus der Darstellung (6.11) folgt sofort

(A" —mE)™' .- (A" —®E) " = U;(S¥) " e".

Da mit §7 auch ($7)~! eine untere Dreiecksmatrix ist, gilt
U,-(Sfl)*le" =o;U;e"
fir ein o; € C.
Damit ist die letzte Spalte von U; eine Naherung fur einen Eigenvektor von

A" die man ausgehend von e¢" mit der inversen lteration mit den Shifts
Rl,...,R; erhalt.
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Eigenwertaufgaben QR-Algorithmus

QR-Algorithmus

Man kann also schnelle Konvergenz erwarten, wenn man &; als
Rayleigh-Quotienten von A” an der Stelle u’~!, der letzten Spalte von U;_,
wahlt.
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QR-Algorithmus

Man kann also schnelle Konvergenz erwarten, wenn man &; als
Rayleigh-Quotienten von A” an der Stelle u’~!, der letzten Spalte von U;_,
wahlt.

Es ist _
o= (YA = () Y Au 2P (e TAer = af),
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QR-Algorithmus

Man kann also schnelle Konvergenz erwarten, wenn man &; als
Rayleigh-Quotienten von A” an der Stelle u’~!, der letzten Spalte von U;_,
wahlt.

Es ist _
Fo= YA = () AuL ! (6.12) (e")TAze" =: a\),
d.h.
Y
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Eigenwertaufgaben QR-Algorithmus

QR-Algorithmus

Man kann also schnelle Konvergenz erwarten, wenn man &; als
Rayleigh-Quotienten von A” an der Stelle u’~!, der letzten Spalte von U;_,
wahlt.

Es ist
o= () A = (A2 (@A e = af),

d.h.

i
R = afl,g

Dieser Shift heif3t Rayleigh-Quotienten-Shift.
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Eigenwertaufgaben QR-Algorithmus

QR-Algorithmus

Eine weitere Verbesserung des Verfahrens (Verkleinerung des Aufwandes)
erhalt man, wenn man A zunachst unitér auf obere Hessenberg-Gestalt
transformiert.
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Eigenwertaufgaben QR-Algorithmus

QR-Algorithmus

Eine weitere Verbesserung des Verfahrens (Verkleinerung des Aufwandes)
erhalt man, wenn man A zunachst unitér auf obere Hessenberg-Gestalt

transformiert.

Dabei sagt man, dass eine Matrix A Hessenberg-Gestalt hat, wenn

a; =0 faralle i>;j+1.
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Eigenwertaufgaben QR-Algorithmus

QR-Algorithmus

Eine weitere Verbesserung des Verfahrens (Verkleinerung des Aufwandes)
erhalt man, wenn man A zunachst unitér auf obere Hessenberg-Gestalt

transformiert.

Dabei sagt man, dass eine Matrix A Hessenberg-Gestalt hat, wenn

a; =0 faralle i>;j+1.

Diese Gestalt bleibt ndmlich, wie wir noch sehen werden, wahrend des
gesamten QR-Algorithmus erhalten.
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Eigenwertaufgaben QR-Algorithmus

QR-Algorithmus

Wir bestimmen daher eine unitare Matrix U, so dass U?AU obere
Hessenberg-Gestalt hat.
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Eigenwertaufgaben QR-Algorithmus

QR-Algorithmus

Wir bestimmen daher eine unitare Matrix U, so dass U?AU obere
Hessenberg-Gestalt hat.

Diese Matrix U kénnen wir als Produkt von n — 2 Householder-Spiegelungen
der Gestalt Q = E — 2uu' aufbauen. Sei A wie folgt partioniert:

T
_(an ¢ .
A_<b B) mit b #o.
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Eigenwertaufgaben QR-Algorithmus

QR-Algorithmus

Wir bestimmen daher eine unitare Matrix U, so dass U?AU obere
Hessenberg-Gestalt hat.

Diese Matrix U kénnen wir als Produkt von n — 2 Householder-Spiegelungen
der Gestalt Q = E — 2uu' aufbauen. Sei A wie folgt partioniert:

T
_(an ¢ .
A_<b B) mit b #o.

Wir bestimmen dann w € C*~! mit ||w|, = 1 und

0\b:= (E,_; — 2ww")b = ke'

1 of
p1:<0 Ql).
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QR-Algorithmus

Dann gilt
an  €'Q,

A1 ZZP]AP1: QlBQl
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Eigenwertaufgaben QR-Algorithmus

QR-Algorithmus

Dann gilt
an  €'Q,
k
A :=PAP =
PR 0B,
0

Damit hat die erste Spalte schon die Gestalt, die wir in einer
Hessenberg-Matrix bendtigen.
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Eigenwertaufgaben QR-Algorithmus

QR-Algorithmus

Dann gilt
aip CTQI
k
Ay :=PAP, =
PR 0B,
0

Damit hat die erste Spalte schon die Gestalt, die wir in einer
Hessenberg-Matrix bendtigen.

Die Spalten 2,...,n — 2 kénnen wir dann genauso behandeln (vgl. die
Vorgehensweise bei der QR-Zerlegung einer Matrix mittels
Householder-Spiegelungen).
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QR-Algorithmus

Seinun A =: A, eine obere Hessenberg-Matrix und ; € C ein
Shift-Parameter, z. B. der Rayleigh-Quotienten-Shift x| := aly.
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QR-Algorithmus

Sei nun A =: A, eine obere Hessenberg-Matrix und x; € C ein
Shift-Parameter, z. B. der Rayleigh-Quotienten-Shift x| := aly.

Wir multiplizieren dann firi = 1,...,n — 1 die Matrix
Ui—l,i [N U12(A - HIE)

mit einer ebenen Drehung U, ;41, so dass das Element an der Stelle (i + 1, i)
annulliert wird.
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Eigenwertaufgaben QR-Algorithmus

QR-Algorithmus

Sei nun A =: A, eine obere Hessenberg-Matrix und x; € C ein
Shift-Parameter, z. B. der Rayleigh-Quotienten-Shift x; := aky.

Wir multiplizieren dann firi = 1,...,n — 1 die Matrix
U,'_17i [N U12(A - HlE)

mit einer ebenen Drehung U, ;41, so dass das Element an der Stelle (i + 1, i)
annulliert wird.

Dann besitzt
R1 = Un—l,n ‘e U12(A — K,]E)

obere Dreiecksgestalt und
0, =U}...U,,

ist der unitére Anteil in der QR-Zerlegung von A — E in Algorithmus 6.26.
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QR-Algorithmus

Die neue lterierte A, erhdlt man dann geman

A, =R UY, ... U" | +KE.

n—1,n
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QR-Algorithmus

Die neue lterierte A, erhdlt man dann geman

Ay =R\UY, ... UL, +KE.

Da die Multiplikation von rechts mit Uf,.H nur die i-te und (i + 1)-te Spalte
verandert, ist klar, dass A, wieder obere Hessenberg-Matrix ist.
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QR-Algorithmus

Die neue lterierte A, erhdlt man dann geman

Ay =R\UY, ... UL, +KE.
Da die Multiplikation von rechts mit Uf,.H nur die i-te und (i + 1)-te Spalte
verandert, ist klar, dass A, wieder obere Hessenberg-Matrix ist.

Die obere Hessenberg-Gestalt der Matrizen bleibt also im Verlaufe des
QR-Algorithmus erhalten.
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QR-Algorithmus

Die neue lterierte A, erhdlt man dann geman

A, =R UY, ... U" | +KE.

n—1,n
Da die Multiplikation von rechts mit UZH nur die i-te und (i + 1)-te Spalte
verandert, ist klar, dass A, wieder obere Hessenberg-Matrix ist.

Die obere Hessenberg-Gestalt der Matrizen bleibt also im Verlaufe des
QR-Algorithmus erhalten.

Da ein QR-Schritt flr eine Hessenberg-Matrix nur O(n*) Operationen
erfordert, lohnt sich diese vorbereitende Transformation von A.
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QR-Algorithmus

Ist A Hermitesch, so sind alle A; Hermitesch (vgl. (6.12)).
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Eigenwertaufgaben QR-Algorithmus

QR-Algorithmus

Ist A Hermitesch, so sind alle A; Hermitesch (vgl. (6.12)).

Wenn man A auf Hessenberggestalt transformiert, so sieht man anhand der
Symmetrie der Transformation,

A"=A)

H" = (U"AU)" = U"A"U U"AU =H,

dafl dann auch H Hermitesch ist, also sogar Tridiagonalgestalt hat.
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Eigenwertaufgaben QR-Algorithmus

QR-Algorithmus

Ist A Hermitesch, so sind alle A; Hermitesch (vgl. (6.12)).

Wenn man A auf Hessenberggestalt transformiert, so sieht man anhand der
Symmetrie der Transformation,

H_
A=A iy — |,

H" = (U"AU)" = U"A"U
dafl dann auch H Hermitesch ist, also sogar Tridiagonalgestalt hat.

Transformiert man also A zun&chst auf Tridiagonalgestalt, so bleiben alle 4,,
wie eben tridiagonal, und man benétigt sogar in jedem QR-Schritt nur O(n)
Operationen.
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Eigenwertaufgaben QR-Algorithmus

QR-Algorithmus

Wendet man den QR-Algorithmus mit Shift « = a,, wiederholt an, so wird
flff,),H rasch (quadratisch; vgl. Lemma 6.18) gegen 0 gehen. Man erhalt eine

Matrix der Gestalt

+ o+ + o+ x
+ + + +  x
0 + + o+
0 0 + 4+ x
0 0 0 ~0 x/
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Eigenwertaufgaben QR-Algorithmus

QR-Algorithmus

Wendet man den QR-Algorithmus mit Shift x = a,, wiederholt an, so wird
afj,),H rasch (quadratisch; vgl. Lemma 6.18) gegen 0 gehen. Man erhélt eine

Matrix der Gestalt

+ + + o+ x
+ + + + *
0 + + +
A= : . = U¥AU,.
o 0 ... + + =%
\0 0 ... 0 ~0 «/

Der Wert a) ist demnach eine Naherung fir einen Eigenwert von A (nicht
notwendig wie in Satz 6.20 fir den betragskleinsten Eigenwert, da die Shifts
diese Eigenschaft zerstéren) und die Eigenwerte der fuhrenden (n — 1,n — 1)
Hauptuntermatrix (oben +) von A; sind Naherungen fir die Gbrigen
Eigenwerte von A.
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QR-Algorithmus

Man kann also mit einer verkleinerten Matrix den Algorithmus fortsetzen.
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Eigenwertaufgaben QR-Algorithmus

QR-Algorithmus

Man kann also mit einer verkleinerten Matrix den Algorithmus fortsetzen.

Dartber hinaus gehen auch die ibrigen Subdiagonalelemente von A; gegen 0
(vgl. Satz 6.20). Ist eines dieser Elemente klein genug, etwa

(ON
Ay ™~ 0,
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Eigenwertaufgaben QR-Algorithmus

QR-Algorithmus

Man kann also mit einer verkleinerten Matrix den Algorithmus fortsetzen.

Dartber hinaus gehen auch die ibrigen Subdiagonalelemente von A; gegen 0
(vgl. Satz 6.20). Ist eines dieser Elemente klein genug, etwa
al(clJ)rLk ~ 0,

so kann man offenbar zwei kleinere Hessenberg-Matrizen

i (1) (1) (i) (1) () () (1)
@B d @) (G dee g g
ay ‘1%2) a%,)k—l “%(c) B2 k1 Fop42 o a/(cﬁ)-z,n—l al(g—g—Z,n

0 ay A1 3 |, 0 A L S o G St I

0 0o ... a,(ci)k_l a,S? 0 0 .. a,(l’;)n_l all)

mit dem QR-Algorithmus behandeln.
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QR-Algorithmus

Als Kriterium flr klein genug wahlt man mit e = 10~7, wobei ¢ die Zahl der
signifikanten Stellen bezeichnet,

|ak+1k <5min{|akk)| |ak+1 k+1|}
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Eigenwertaufgaben QR-Algorithmus

QR-Algorithmus

Als Kriterium flr klein genug wahlt man mit e = 10~7, wobei ¢ die Zahl der
signifikanten Stellen bezeichnet,

|ak+1k <5min{|akk)| |ak+1 k+1|}

oder (weniger einschneidend)

|ak+1 k (|akk)| + |ak+1 ial)-
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QR-Algorithmus

Beispiel 6.28: Wir demonstrieren den Konvergenzverlauf fir die
Hessenberg-Matrix

e R44),

SO N =
S W =N
NN = W
- O &
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Eigenwertaufgaben QR-Algorithmus

QR-Algorithmus

Beispiel 6.28: Wir demonstrieren den Konvergenzverlauf fir die
Hessenberg-Matrix

e R4H,

SO N =
S W =N
NN = W
- O &

Die folgende Tabelle enthélt die Subdiagonalelemente bei dem oben
beschriebenen Abbruch mit ¢ = 16.
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Eigenwertaufgaben QR-Algorithmus

QR-Algorithmus

i ar asy ass

1 2 3 2

2 1.83 —2.23 1.61

3 1.65 1.43 3.55-107!
4| 678-107' | —3.65 3.82-1072
5| 7.63-107" 1.17 —1.63-1073
6| 832-107' | —=5.32.107! 3.93.107°¢
71 —-1.18 1.52-107" | —=3.03-107"
8 1.64 —4.97.1072 1.62-107%
9| —3.22 2.89-107°

10 1.81 5.33.1071°

11| -532-107" | —2.48-107"

12 | —4.46-1073

13| 5.89-107%

14 | —1.06-107"7
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QR-Algorithmus

Nach einer Anlaufphase wird die Zahl der gultigen Stellen des letzten
beriicksichtigten Diagonalelements von Schritt zu Schritt ungeféhr verdoppelt.
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QR-Algorithmus

Nach einer Anlaufphase wird die Zahl der gultigen Stellen des letzten
beriicksichtigten Diagonalelements von Schritt zu Schritt ungeféhr verdoppelt.

Dies zeigt die quadratische Konvergenz des Verfahrens.
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Eigenwertaufgaben QR-Algorithmus

QR-Algorithmus

Nach einer Anlaufphase wird die Zahl der gultigen Stellen des letzten
beriicksichtigten Diagonalelements von Schritt zu Schritt ungeféhr verdoppelt.

Dies zeigt die quadratische Konvergenz des Verfahrens.

Far die Grundform des QR-Algorithmus wird diese Genauigkeit anstatt nach
14 Schritten erst nach ca. 300 Schritten erreicht. O
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