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Sie haben 90 Minuten Zeit zum Bearbeiten der Klausur.

Bitte kennzeichnen Sie jedes Blatt mit Ihrem Namen und Ihrer
Matrikelnummer in DRUCKSCHRIFT!!

Tragen Sie bitte zunéchst Thren Namen, Ihren Vornamen und Thre Matrikelnum-
mer in Druckschrift in die folgenden jeweils dafiir vorgesehenen Felder ein.

Diese Eintragungen werden auf Datentriger gespeichert.

Name:

Vorname:

Matr.-Nr.

Ich bin dariiber belehrt worden, dafl meine Ausarbeitung nur dann als Priifungs-
leistung bewertet wird, wenn die Nachpriifung durch das Zentrale Priifungsamt
der TUHH meine offizielle Zulassung vor Beginn der Priifung ergibt.

(Unterschrift)

Losen Sie die folgenden 12 Aufgaben!

Aufgabe | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10 | 11 | 12
Punkte




Aufgabe 1: (4+2 Punkte)

Stellen Sie die allgemeine Form eines expliziten Runge-Kutta Verfahrens mit s
Stufen auf. Verwenden Sie ruhig die Bezeichnungen k;, «;, 3;, und «y; des Skriptes.
Was ist die Stufe, was die Ordnung eines Runge-Kutta Verfahrens?

Losung zu Aufgabe 1: Ein allgemeines explizites Runge-Kutta Verfahren ist
durch die folgenden Vorschriften gegeben:

kr = f(@n, yn), (1)
j—1
ki = f(@n + b,y +ho Y Bicke),  G=2,...,, 2)
(=1
Yn+1 = Yn T+ hn Z ijj' (3)
j=1

(4 Punkte)

Dabei ist s die Stufe, d.h., die Anzahl der geschachtelten Naherungen k; fiir
Steigungen. Die Stufe gibt Informationen iiber den Aufwand eines Schrittes aus.
Die Ordnung p eines Runge-Kutta Verfahrens ist um Eins kleiner als die kleinste
Potenz p+1 in der Schrittweite h, mit der sich die Fehlerfunktion e(h) = O(h?*!)
eines Runge-Kutta Verfahrens fiir hinreichend glatte rechte Seiten f entwickeln
1a8t. (2 Punkte)

Aufgabe 2: (2+2 Punkte)
Wie schnell konvergiert die Potenzmethode angewandt auf die Matrix

1= %)

mit den Startvektoren v und w gegeben als
(1 (0
o) YTl

Losung zu Aufgabe 2: Die Potenzmethode mit Skalierung in Richtung eines
Hilfsvektors ¢ und der Eigenwertndherung gegeben als Anteil in Richtung von
¢ ist durch den folgenden Algorithmus (Algorithmus 6.11 im Skript von 2004)
gegeben:

gegen einen Eigenwert?

Uy = V, W
]{30 = EHU()
for m =0,1,... until convergence do

Um+41 = Aum



_ pH
Fmg1 = 07 U qq

Um+1 = Um—i—l/km—i-l
end

In diesem Algorithmus konvergieren unter bestimmten Vorraussetzungen die
Vektoren wu,, gegen den Eigenvektor zum dominanten Eigenwert, welcher zeit-
gleich durch k,,, gendhert wird.

Der Vektor v ist ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A\; = 1. Die Potenz-
methode reproduziert den Eigenvektor und den Eigenwert. Je nach Abbruchkri-
terium benotigt die Potenzmethode also keinen oder einen Schritt. (2 Punkte)

Der Vektor w ist zwar kein Eigenvektor zum Eigenwert Ay = 2, aber der
Rayleigh-Quotient mit A ergibt den Wert 2,

wlAw 2

— 29
wHw 1

Demnach ist die Potenzmethode also bereits am Ziel, was die Eigenwertndherung
mittels des Rayleigh-Quotienten angeht. Allerdings ist der Eigenvektor nicht kor-
rekt. Eine Bemerkung aus dem Skript (Bemerkung 6.13, Punkt 7 aus dem Skript
von 2004) gibt allerdings die Konvergenzrate der Potenziteration gegen einen
Eigenwert wieder. Mit

gilt
|kmi1 — Ao < Cg™,

also haben wir lineare Konvergenz mit dem Konvergenzfaktor ¢ = 1/2. (2 Punkte)
Ein auf Einheitsliange skalierter Eigenvektor vs zum Eigenwert Ay = 2 ist

gegeben durch
n=y <2>
SRVARYA

Eine kurze direkte Rechnung zeigt

=) TR 7).

Damit gilt dann mit Skalierung nach der zweiten Komponente (¢ = w = (0,1)7):

Um = U0 gy om

gHAm+1w 2m+1
(HAmy — 2m

o ) 0w,

1 om—1 0

ky = 07 Au,, = =2. (5)




Also konvergiert das Verfahren wie erwartet linear, dank der gliicklichen Wahl
des Vektors ¢ erhalten wir im zweiten Fall konstant die “Eigenwertndherung” 2,
welche exakt dem zweiten Eigenwert entspricht.

Aufgabe 3: (24242 Punkte)
Ist das skalare Newton-Verfahren mit dem Startwert zy = 1 anwendbar auf die
folgenden reellen Funktionen?

fl@)=lzl,  g@) =z, hlz)=|z -1
Wenn ja, wie schnell konvergiert es? Begriinden Sie Thre Antworten.

Losung zu Aufgabe 3: Die erste Funktion ist nicht {iberall stetig differenzierbar.
Das verhindert aber nicht die Anwendung des skalaren Newton-Verfahrens

n

solange die Ableitung immer definiert und ungleich Null ist. Die Ableitung der
gegebenen Funktion ist nur im Punkte Null nicht definiert, es gilt

{ 1, wenn z > 0,

1, wenn z < 0.

Der Startwert xq liegt auf der positiven Halbachse. Das skalare Newton-Verfahren
verwendet implizit die Taylor Approximation erster Ordnung, also wird die Ge-
rade x auf der positiven Halbachse exakt wiedergegeben und deren Nullstelle
x1 = 0 als néchster Wert zuriickgegeben. Dieses ist bereits die Nullstelle, also ist
das Newton-Verfahren bereits nach einem Schritt konvergiert. (2 Punkte)

Die zweite Funktion ist unendlich oft stetig differenzierbar, da

g(z) =|a|* = %,

Eine kleine Rechnung (oder die Anwendung von Satz 7.16 aus dem Skript von
2004) zeigt die lineare Konvergenz. Es gilt

flz,) x? B Tn  Tn T 1

T T ) T 2, T 2 T 2 T o

(2 Punkte)
Die dritte Funktion ist ebenso unendlich oft stetig differenzierbar, da

h(z) = |z — 1> = (z — 1)

Der Startwert ist bereits eine Nullstelle, also ist das Verfahren bereits im nullten
Schritt konvergiert. Interessanterweise ist es auch nicht mehr durchfithrbar, da
auch die Ableitung dort eine Nullstelle hat. (2 Punkte)
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Aufgabe 4: (243 Punkte)
Ist der Punkt (1,1)7 ein Fixpunkt der Funktion ¢? Die Funktion ¢ ist gegeben
als

o(z,y) = (x,3z —2y)"".

Wenn ja, ist er anziehend oder abstoflend? Begriinden Sie Ihre Antwort.
Losung zu Aufgabe 4: Einfaches Finsetzen zeigt,
o(1,1) = (1,3-1-2- )" = (1,1)7,

dass der Punkt (1,1)7 ein Fixpunkt ist. (2 Punkte)
Die Funktion ¢ ist eine lineare Funktion,

wn-(90)

Damit ist klar, dass die Abbildung ¢ jedes skalare Vielfache (A, \)¥ von (1,1)7
auf sich selber abbildet, da

o= 6 ()

Damit wird aber insbesondere die Gerade
{7 NeR)

durch den Punkt (1,1)7 auf sich selber abgebildet. Damit kann es keine Umge-
bung geben, in der alle Punkte durch die Fixpunktiteration gegen den Fixpunkt
konvergieren, und auch keine, in der alle Punkte aus der Umgebung herausfiihren.
Damit ist dieser Fixpunkt weder anziehend, noch abstofiend. (3 Punkte)

Aufgabe 5: (243 Punkte)
Was ist das geddmpfte GauBl-Newton-Verfahren? Fiihren Sie ausgehend von
(1,1)7 einen Schritt des geddmpften GauB-Newton-Verfahrens angewandt auf das
nichtlineare Ausgleichsproblem

0:

| f(x) — yll2 = min
fir die Funktion

f:R* =R
Fi(zy)’ = (@*+1,9* + 1,32 — 22°)7

mit y = (1,1,1)T aus.



Losung zu Aufgabe 5: Das gedampfte GauB-Newton-Verfahren dient zur Lo-

sung des nichtlinearen Ausgleichsproblemes. In diesem Verfahren wird die nicht-

lineare Funktion in einem gegebenen Startwert linearisiert und dann ein linearer

Ausgleich durchgefiihrt. Die Losung wird als Update behandelt und solange durch

Zwei geteilt, bis der Startwert plus Update eine Verbesserung darstellt.
Angewandt auf ein gegebenes Problem heifit das: Lose

If'(x°)€ — (y — f(2°))]|2 = min (6)
und bestimme das minimale ¢ € Ny mit
ly — F(z® +27°9)|13 < [ly — f(=)|3- (7)

Danach wird der Wert a2 +27%¢ als neuer Wert ! behandelt und das Verfahren
iteriert. (2 Punkte)
In dem gegebenen Fall benotigen wir also das Residuum

1 1?41 1 2 -1
r=y—fx")=|1] - 12+1 =1]-(2]=[-1].
1 3-12—2-1° 1 1 0

und die Jacobimatrix von f

2z 0
fl(x) = 0 2y
6x — 62> 0

Nun miissen wir das lineare Ausgleichsproblem aus Gleichung (6),

2 0 -1
0 21¢&—|—-1 = min
00 0

2

16sen, welches die leicht ersichtliche Losung

e~ (o)

hat. In der Liniensuche fiir ein verkleinerndes Update, Gleichung (7) testen wir
zuerst, ob fiir £ = 0 bereits eine Verbesserung erfolgt. Wir setzen dazu versuchs-

weise
1 —-0.5 0.5
1_ .0 _ _
TETALS <1> N (-0.5) - <0.5)
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und testen die Bedingung:

1 1.25\ |I? —0.25\ |7
ly— )= 1] - [125]] =] -0.25
1 0.5 /|, 0.5 /|,
1 1. 1.3
16 16 4 8
2
Jv— ) — () ,
O 2
ba 3 4 1
_ I 2’
88 2

ist das so gesetzte ! auch gleich der niichste Wert fiir die Iteration. (3 Punkte)

Aufgabe 6: (242 Punkte)
Geben Sie eine obere Schranke fiir den Betrag des grofiten Eigenwertes der fol-
genden Matrizen an:

1 2 3 1 —e €2
B=14 5 6], C=| —e 1 —€e|, eeR
7 8 9 e —e 1

Begriinden Sie Thre Antworten.

Losung zu Aufgabe 6: Jede (einer Vektornorm zugeordnete) Matrixnorm von
einer Matrix A ist eine obere Schranke fiir den gréfiten Absolutbetrag der Eigen-
werte, da mit einem Eigenvektor v gilt

Av=vA, [M[o]] = [[Av] < [[A[[Jv]

also
Al < [IA]l-

Der Satz von Gerschgorin ist auch anwendbar und liefert meist dhnliche Resultate.
Die Einsnorm (Spaltensummenorm) liefert die Schranken

MBI <IIBli=18, M) < [[Cll =1+ |e] + max{]e|, ¢*}.
Die Unendlichnorm (Zeilensummennorm) liefert die Schranken
MB) < Bllw =24, IMO) < [Clloo =1+ [€| + max{|e], €}

Der Satz von Gerschgorin liefert dieselben Schranken. (je Matrix 2 Punkte)



Aufgabe 7: (242 Punkte)
Was ist die Pseudoinverse einer rechteckigen Matrix? Bestimmen Sie die Pseu-
doinverse der folgenden Matrizen:

1 11
D=|2], F=[-11
3 0 1

Losung zu Aufgabe 7: Die Pseudoinverse einer (moglicherweise rechteckigen)
Matrix A ist die eindeutige Matrix AT, die einer gegebenen rechten Seite b die
(eindeutig bestimmte) Pseudonormallésung

|Az — b||2 = min, ||z]|2 = min

zuordnet. Die Pseudoinverse ist bei vollem Spaltenrang gegeben durch (A% A)=tAH
wie sich leicht aus den Normalgleichungen herleiten 148t. Im Allgemeinen 148t sie

sich aus der SVD von A (A = UXVH) bestimmen als

5 '
At =vVsigh 2= (”_>g 720
(051]) O'jZO.

17

(2 Punkte)
Da beide Matrizen vollen Spaltenrang haben, ergibt sich
1
D' =(D¥D)"'D" = —(1 2 3
(D"D)DM = = (1 2 3)
und
Ft=(FER)tFH (8)

(NI CH) RO
(6 3)
%(2 _2 2)' (11)

Aufgabe 8: (4 Punkte)
Berechnen Sie die Pseudonormallésung des linearen Ausgleichsproblemes

1

11
-1 1 (5”>— 2|l = min.
0o 1) \Y 3

2

(je Matrix 1 Punkt)
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Geben Sie den Losungsweg bitte mit an.

Losung zu Aufgabe 8: Die Pseudoinverse FT bildet die rechte Seite D =
(1,2,3)" auf die Pseudonormallésung ab. Diese Pseudoinverse wurde unter ande-
rem in der vorherigen Aufgabe bereits berechnet. Es gilt

1
T\ _ i1 (3 =3 0 _(—1)2
<y)_FD_6<2 2 2 ?) - 2
Alternativ kénnte man auch die QR Zerlegung oder die SVD oder die Normal-
gleichungen verwenden. (4 Punkte)

Aufgabe 9: (3 Punkte)
Berechnen Sie die Cholesky-Zerlegung der Matrix

(1)

Losung zu Aufgabe 9: Die Cholesky Zerlegung einer symmetrischen positiv
definiten Matrix G ist gegeben durch G = CC7T, wobei die Matrix C' (der Cholesky
Faktor) eine untere Dreiecksmatrix mit positiver Diagonale ist. Wir berechnen die
Cholesky Zerlegung direkt, ohne den Algorithmus zu kennen. Es muf§ gelten

(21 o [z O\ [z y\ [2* wmy
=19 ==( )0 Y- )

Daraus und aus der Vorzeicheninformation der Elemente x,z berechnet man
schnell die Groflen z,y, z zu

1 3
$:\/§, yzﬁ7 Z:\/;a

und der Cholesky Faktor ist somit durch die Matrix
V2 0
C={.L /5
V2 2

Aufgabe 10: (3424242 Punkte)
Wann ist eine Matrix positiv definit? Sind die folgenden Matrizen positiv definit?

A N e A ]

9

gegeben. (3 Punkte)



Begriinden Sie Thre Antworten.

Losung zu Aufgabe 10: Eine Matrix A ist genau dann positiv definit, wenn
A = A und eine der folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt ist:

o zAx > 0 fiir alle z # 0 (Definition),
e alle Figenwerte > 0,

alle Hauptunterabschnittsdeterminanten > 0,

alle fithrenden Hauptunterabschnittsdeterminanten > 0,
e A hat eine Cholesky Zerlegung (numerisch stabil und billig).

(3 Punkte)

Die Matrizen sind alle Hermitesch (4 = Af). Die vorletzte Bedingung ist
in diesem niedrigdimensionalen Fall am leichtesten zu iiberpriifen. Die fithrende
1 x 1 Matrix hat in allen drei Féllen eine positive Determinante. Also mufl nur
noch die Gesamtdeterminante gréfSer Null sein.

Man rechnet leicht nach, dass

1 -2

H=|_, j|=1-4=-3 (12)
2 —1

J=|_] o=4-1= 3 (13)
2 1

K=| | ,l=4-1= 3 (14)

Damit ist H nicht positiv definit, J und K sind positiv definit. Da K = G, wobei
G aus der letzten Aufgabe stammt, ist K Cholesky-zerlegbar und damit auch
positiv definit. (je Matrix 2 Punkte)

Aufgabe 11: (2424241 Punkte)

Wozu dient das Verfahren der Bisektion? Geben Sie den Algorithmus der Bisek-
tion und eines besseren Verfahrens an. Beschreiben bzw. motivieren Sie die von
Ihnen angegebene Verbesserung und die dahinter liegende Idee mit Ihren eigenen
Worten.

Losung zu Aufgabe 11: Das Verfahren der Bisektion dient dazu eine Nullstelle
einer stetigen skalaren reellen Funktion f in einem Intervall [z, z5] einzuschlie-
Ben, wobei notwendigerweise f(x1) - f(z2) < 0 gelten muB, i.e., ein Vorzeichen-
wechsel in dem Intervall vorliegen muf. (2 Punkte)

Ein Algorithmus fiir die Bisektion sieht folgendermaflen aus:

1 = f(x1), Y2 = f(x2)

repeat
x3 = (v1+22)/2, ys3 = f(3)

10



if yg'y3<0
Ty =3, Y1—=1Ys

else
T2 = T3, Y2 =1Y3
end
until |zy — 21| < gegebene Toleranz

(2 Punkte)

Eine Verbesserung stellt die regula falsi

yi = f(z1), va= f(x2)

repeat
T3 =29 — Yo (v2 —21) /(Y2 — 1), ¥z = f(x3)
if yp-y3 <0
1 =3, Y1=1UY3
else
Ty =T3, Y2=1UY3
end

until |zo — 1] < gegebene Toleranz

und darauf aufbauend das Illinois Verfahren dar:

yi = f(z1), vya= f(x2)

repeat
x5 =22 — Yo (T2 — 1) /(Y2 — 1), s = flxs)
if yo-y3 <0
Ty = T2, Yr=Y2, T2=T3 Y2=Y3
else
Tg =13, Yo=1y3, Yy1=05-y
end
until |zo — 21| < gegebene Toleranz
(2 Punkte)

Die regula falsi nutzt die berechneten Funktionswerte aus, wéhrend im Verfah-
ren der Bisektion nur die Vorzeicheninformation verwendet wurde. Dadurch liegt
der neue Wert nicht mehr notwendigerweise im Mittelpunkt zwischen zwei alten
Werten, und das Verfahren konvergiert héufig schneller.

Das dadurch aber 6fter auftretende “Héngenbleiben” der Iteration bei mono-
tonen Funktionen wird im Illinois Verfahren durch die Halbierung des Funktions-
wertes in eben diesem Falle behoben. Wéhrend Bisektion R-linear konvergiert,
konvergiert das Illinois Verfahren mit der R-Konvergenzordnung /3. (1 Punkt)
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Aufgabe 12: (2+2 Punkte)
Geben Sie die allgemeine Form des Interpolationspolynomes nach Lagrange an.
Interpolieren Sie damit die Daten

Hinweis: Sie miissen das Interpolationspolynom nicht auf eine Normalform brin-
gen.

Losung zu Aufgabe 12: Die allgemeine Form des Interpolationspolynomes nach
Lagrange hat die Gestalt

p(x) = Zngj(x),

wobei die Lagrange-Basispolynome durch die Eigenschaft, Polynome vom Héchst-
grad n zu sein, und durch die Bedingungen

Ej(:zf,-):éij, j:(),...,n
eindeutig zu
HQ? — T

=0
() = T

H T; — &

i=0

i#]
bestimmt sind. (2 Punkte)

Das Interpolationspolynom zu dem gegebenen Datensatz ergibt sich somit wie
folgt:

(x —2)(x —3) (x —1)(x —3) (x—1)(x—2)
=050 Ce-ne-3 T Gone-2
_:c2—5x+6 22 —3x+2
N 2 + 2

=2 — 4o+ 4= (v —2)%

(2 Punkte)
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