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Aufgabe 1: (2+2+2+3 Punkte)
Was ist ein Einschrittverfahren und wozu dient es? Geben Sie das explizite Euler-
Verfahren wieder und zeigen Sie, dass es von der Ordnung 1 ist.

Lösung zu Aufgabe 1: Ein Einschrittverfahren ist ein Verfahren zur näherungs-
weisen Bestimmung von Funktionswerten einer durch eine Anfangswertaufgabe

y′ = f(x, y), y(x0) = y0

implizit gegebenen Funktion y = y(x). (2 Punkte)
Ein Einschrittverfahren hat dabei die Gestalt

yn+1 = yn + hnΦ(xn, yn, hn)

mit einer von der rechten Seite f der Anfangswertaufgabe abhängigen Verfah-
rensfunktion Φ. (2 Punkte)

Das explizite Euler-Verfahren hat die einfache Gestalt

yn+1 = yn + hnf(xn, yn). (2 Punkte)

Um zu zeigen, dass die Ordnung des expliziten Euler-Verfahrens gleich 1 ist,
müssen wir zeigen, dass der lokale Fehler

εn = y(xn+1)− y(xn)− hnf(xn, y(xn)) = O(hp+1
n )

mit p = 1 erfüllt. Die Taylorentwicklung der unbekannten Funktion y an der
Stelle xn mit Restglied ist gegeben durch

y(xn+1) = y(xn) + y′(xn)(xn+1 − xn) +
y′′(ξn)

2!
(xn+1 − xn)2, (1)

wobei ξ ∈ (xn, xn+1) und die Entwicklung sicherlich nur möglich ist, wenn y ∈
C2[a, b] gilt, was wir aber ohne weiteres annehmen. Nun gilt nach der Differen-
tialgleichung der Anfangswertaufgabe y′(x) = f(x, y), also y′(xn) = f(xn, y(xn))
und der Abstand zwischen xn und xn+1 ist gegeben durch hn = xn+1−xn. Damit
liest sich Gleichung (1) wie

y(xn+1) = y(xn) + hnf(xn, y(xn)) +
y′′(ξn)

2!
h2

n,

also verhält sich der lokale Fehler wie

εn =
y′′(ξn)

2!
h2

n = O(h2
n) = O(h1+1

n ).

Damit hat das explizite Euler-Verfahren die Ordnung 1. (3 Punkte)
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Aufgabe 2: (2+3 Punkte)
Wann ist eine Matrix symmetrisch positiv definit? Geben Sie alle ε ∈ R an, für
die die folgende Matrix positiv definit ist:

A =

(
1 ε
ε 1

)
.

Lösung zu Aufgabe 2: Eine Matrix A ∈ Rn×n ist genau dann symmetrisch
positiv definit, wenn sie symmetrisch ist und eine der folgenden äquivalenten
Bedingungen erfüllt:

• xT Ax > 0 für alle x ∈ Rn außer dem Nullvektor,

• λ > 0 für alle Eigenwerte λ von A,

• det(Ai) > 0 für alle (führenden) Hauptunterabschnittsmatrizen Ai von A.

(2 Punkte)
Die Matrix A ist, wie leicht zu sehen, symmetrisch. Alle Bedingungen führen

zum Ziel. Der letzte Punkt ist am einfachsten zu verwenden, denn die erste füh-
rende Hauptunterabschnittsmatrix ist die Zahl 1 > 0, und die Determinante von
A selbst ist gegeben durch

det(A) = 1− ε2.

Damit det(A) > 0 gilt, muss ε2 < 1, also ε ∈ (−1, 1) gelten. Damit ist die Matrix
A für alle ε ∈ (−1, 1) symmetrisch positiv definit. (3 Punkte)

Aufgabe 3: (4+4 Punkte)
Konvergiert die Potenzmethode angewandt auf die Matrix

B =


1 1 1 1
0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 1




1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 3 0
1 0 0 4




1 −1 0 0
0 1 −1 0
0 0 1 −1
0 0 0 1


mit den Startvektoren v1 und v2 gegeben als

v1 =
(
1 1 1 1

)T
, v2 =

(
1 0 0 0

)T
?

Wenn ja, jeweils gegen welchen Vektor und welchen Eigenwert? Wie schnell?

Lösung zu Aufgabe 3: Wir bezeichnen die ersten beiden der obigen drei Ma-
trizen mit

X =


1 1 1 1
0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 1

 und C =


1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 3 0
1 0 0 4

 .
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Eine leichte Rechnung oder scharf hingucken oder einfach ausprobieren zeigt, dass
die letzte Matrix gerade durch

X−1 =


1 −1 0 0
0 1 −1 0
0 0 1 −1
0 0 0 1


gegeben ist, also gerade die Inverse von X ist. Damit haben die Matrizen C
und B = XCX−1 die gleichen Eigenwerte. Die Eigenwerte von C sind leicht
ablesbar, da eine Matrix und ihre Transponierte die selben Eigenwerte haben,
und da CT eine obere Dreiecksmatrix ist. Nach einem Lemma aus dem Skript
liegen die Eigenwerte auf der Diagonalen von CT , also auf der Diagonalen von C,
und sind somit gegeben durch 1, 2, 3, 4. Damit ist mit C auch B diagonalisierbar.
Die beiden Vektoren v1 und v2 sind gerade die letzte und erste Spalte von X,
mathematisch aufgeschrieben v1 = Xe4 und v2 = Xe1. Deshalb folgt für den
ersten Vektor

Bv1 = XCX−1Xe4 = XCe4 = 4Xe4 = 4v1.

Die Potenzmethode konvergiert also im nullten oder ersten Schritt (je nach Zähl-
weise), da der Vektor v1 ein Eigenvektor zum Eigenwert 4 ist. (4 Punkte)

Für den zweiten Vektor ergibt sich im ersten Schritt

Bv2 = XCX−1Xe1 = XCe1 = X(e1 + e4) = v1 + v2.

Der entstandene Vektor, und damit auch der erste Vektor, hat also Anteile an
dem Eigenvektor zum Eigenwert 4, ist aber nicht gleich einem Eigenvektor, also
wird die Potenzmethode mit (mindestens) der Konvergenzrate

C ·
(

3

4

)j

gegen ein Vielfaches des Eigenvektors zum Eigenwert 4 konvergieren. (4 Punkte)
Man kann sogar zeigen, dass die Potenzmethode in diesem Falle schneller

konvergiert, denn die erzeugten Vektoren haben nur Anteile am Eigenvektor zum
Eigenwert 1 und zum Eigenwert 4, damit ist die tatsächliche Konvergenz propor-
tional zu

C ·
(

1

4

)j

.
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Im Allgemeinen gilt für die Potenzen von B mal dem Startvektor v2 nämlich

(B)jv2 = (XCX−1)jXe1 = X(C)jX−1Xe1 = X(C)je1

= X(e1 +

j∑
l=0

4le4) = v2 +

j∑
l=0

4lv1

= 4j

((
1

4

)j

v2 +

j∑
l=0

(
1

4

)l

v1

)

= 4j

((
1

4

)j

v2 +

(
1
4

)j+1 − 1
1
4
− 1

v1

)

= 4j

((
1

4

)j

v2 +
4−

(
1
4

)j
3

v1

)
.

Also gilt für die durch 1/4 skalierte Matrix(
B

4

)j

v2 =

(
1

4

)j

v2 +
4−

(
1
4

)j
3

v1 → 4

3
v1.

Wenn Sie geantwortet haben, dass die asymptotische Konvergenzgeschwindigkeit
durch C · (3/4)j gegeben ist, haben Sie trotzdem alle Punkte in dem zugehörigen
Teil erhalten.

Aufgabe 4: (2+2 Punkte)
Was ist Polynominterpolation? Geben Sie die allgemeine Newtonsche Form des
Interpolationspolynomes an.

Lösung zu Aufgabe 4: Polynominterpolation ist die Lösung der Aufgabe, zu
einer vorgegebenen Menge von paarweise verschiedenen Knoten (Stützstellen)
{xi}n

i=0 und zugehörigen Funktionswerten {yi}n
i=0 ein Polynom p vom Höchstgrade

n zu finden, so dass die Funktionswerte angenommen werden,

p(xi) = yi, i = 0, 1, . . . , n. (2 Punkte)

Es gibt verschiedene Herangehensweisen. Eine ist die Newtonsche Form der Po-
lynominterpolation, wobei das Polynom in der Form

p(x) =
n∑

j=0

[x0, . . . , xj]

j−1∏
k=0

(x− xk)

geschrieben wird und die Vorfaktoren, die sogenannten dividierten Differenzen,
rekursiv gemäß

[xj] := yj,

[xk, . . . , xj] :=
[xk+1, . . . , xj]− [xk, . . . , xj−1]

xj − xk

, j > k > 0
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berechnet werden. (2 Punkte)

Aufgabe 5: (4+4 Punkte)
Berechnen Sie die Interpolationspolynome zu den Daten

xi 1 2 3
yi 8 7 6

und
xi 1 2 3 4
yi 8 7 6 7

.

Lösung zu Aufgabe 5: Diese Aufgabe läßt sich am Besten mit der Polynomin-
terpolation nach Newton bearbeiten, da die ersten Datenpaaren in den zweiten
enthalten sind. Die dividierten Differenzen zu den zweiten Datenpaaren berechnen
sich wie folgt,

[1] = 8
[2] = 7
[3] = 6
[4] = 7

[1, 2] = −1
[2, 3] = −1
[3, 4] = 1

[1, 2, 3] = 0
[2, 3, 4] = 1

[1, 2, 3, 4] = 1/3 ,

wobei die dividierten Differenzen zu den ersten Datenpaaren in blau markiert
sind, die für die zweiten Datenpaare neu hinzukommenden dividierten Differenzen
sind rot markiert.

Das erste Interpolationspolynom ist gegeben durch

p1,2,3(x) = 8− (x− 1) = 9− x, (4 Punkte)

das zweite Interpolationspolynom durch

p1,2,3,4(x) = p1,2,3(x) + [1, 2, 3, 4](x− 1)(x− 2)(x− 3)

= 9− x +
(x− 1)(x− 2)(x− 3)

3

=
1

3
x3 − 2x2 +

8

3
x + 7.

(4 Punkte)

Aufgabe 6: (6 Punkte)
Berechnen Sie eine approximative Lösung des Gleichungssystemes(

10−4 1
1 10−4

)(
x1

x2

)
=

(
1
1

)
auf einem Rechner mit dreistelliger Rechnung.

Lösung zu Aufgabe 6: Es bietet sich die LR-Zerlegung mit Spaltenpivotisierung
und anschließendens Vorwärts- und Rückwärtseinsetzen an. Die LR-Zerlegung
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sieht folgendermaßen aus. Zuerst kommt eine Pivotisierung, in der die erste und
zweite Zeile vertauscht werden:(

0 1
1 0

)(
10−4 1

1 10−4

)
=

(
1 10−4

10−4 1

)
Dann werden L und R berechnet gemäß

L =

(
1 0

fl(10−4/1) 1

)
=

(
1 0

10−4 1

)
,

R =

(
1 10−4

0 fl(1− 10−4 ∗ 10−4)

)
=

(
1 10−4

0 1

)
.

(2 Punkte)

Als nächstes wird das System Ly = P T b gelöst,(
1 0

10−4 1

)(
y1

y2

)
=

(
1
1

)
Demnach gilt y1 = 1, y2 = fl(1− 10−4 ∗ 1) = 1. (2 Punkte)

Das System Rx = y, (
1 10−4

0 1

)(
x1

x2

)
=

(
1
1

)
hat auf dem Rechner die Lösung x2 = fl(1/1) = 1, x1 = fl((1 − 10−4)/1) = 1.
(2 Punkte) Das Residuum r = b − Ax ist damit gegeben durch r = −10−4 · b,
einem Vektor in der Größenordnung der Maschinengenauigkeit.

Die volle Punktzahl haben Sie auch für andere Lösungswege bekommen, z.B.
Berechnung der approximativen Lösung über die weniger stabile LR-Zerlegung
ohne Pivotisierung oder die sehr stabile LR-Zerlegung mit vollständiger Pivoti-
sierung.

Aufgabe 7: (2+2 Punkte)
Berechnen Sie für das Intervall [0, 1] die Gewichte zu einer Quadraturformel mit
mindestens der Ordnung 2 zu den Knoten x0 = 0.25, x1 = 0.5. Bestimmen Sie
die Ordnung der erhaltenen Quadraturformel.

Lösung zu Aufgabe 7: Eine Quadraturformel zu vorgegebenen Knoten läßt
sich mittels der Polynominterpolation nach Lagrange bestimmen. Sei p(x) das
Interpolationspolynom zu f(x) an den Knoten x0 und x1, dann gilt∫ 1

0

f(x) dx ≈
∫ 1

0

p(x) dx =

∫ 1

0

1∑
i=0

f(xi)`i(x) =
1∑

i=0

f(xi)

∫ 1

0

`i(x)

und wie leicht ersichtlich ist, sind die Integrale über die Lagrangebasispolynome
die Gewichte der gesuchten Formel. Die gewünschte Ordnung folgt automatisch,
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da die Interpolation eines Polynomes mit Höchstgrad 1 (allgemein n) an zwei
(allgemein n + 1) Knoten das Polynom zurückgibt.

Die beiden Lagrangebasispolynome sind gegeben durch

`0 =
x− x1

x0 − x1

=
x− 1

2
1
4
− 1

2

= 2− 4x,

`1 =
x− x0

x1 − x0

=
x− 1

4
1
2
− 1

4

= 4x− 1.

Die Gewichte bestimmen sich also zu

ω0 =

∫ 1

0

`0(x) dx =

∫ 1

0

2− 4x dx =
[
2x− 2x2

]1
0

= 0,

ω1 =

∫ 1

0

`1(x) dx =

∫ 1

0

4x− 1 dx =
[
2x2 − x

]1
0

= 1.

(2 Punkte)

Wir erhalten somit die altbekannte Rechteck- oder Mittelpunktsregel

R(f) =
1∑

i=0

ωif(xi) = 0 · f(0.25) + 1 · f(0.5) = f

(
1

2

)
.

Diese hat, da sie effektiv ja nur einen Knoten nutzt, mit der bereits erreichten
Ordnung 2 die maximale Ordnung, die sie haben kann (mit n = 1 Knoten die
maximale Ordnung von 2n = 2). Alternativ kann man dieses auch noch durch
kurzes Nachrechnen überprüfen:

E(x2) =

∫ 1

0

x2 dx−
(

1

2

)2

=
1

3
− 1

4
=

1

12
6= 0. (2 Punkte)

Aufgabe 8: (2+3 Punkte)
Geben Sie den QR-Algorithmus in der Grundform wieder. Was gilt für die Eigen-
werte der so erhaltenen Matrizen Ai?

Lösung zu Aufgabe 8: Der QR-Algorithmus zur näherungsweisen Berechnung
aller Eigenwerte einer quadratischen Matrix A ∈ Cn×n lautet in der Grundform:

Setze A0 = A.

Wiederhole für i = 0, 1, . . .

Berechne die QR-Zerlegung von Ai: Ai = QiRi

Berechne die neue Iterierte Ai+1: Ai+1 = RiQi

(2 Punkte)
Die Matrizen Ai und Ai+1 sind unitär ähnlich. Dieses kann man folgendermaßen
zeigen. Wenn man die erste Gleichung nach Ri auflöst, erhält man die Gleichung
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Ri = QH
i Ai. Eingesetzt in die zweite Gleichung erhält man Ai+1 = RiQi =

QH
i AiQi, also gerade die Behauptung. Damit bleiben unter anderem alle Eigen-

werte erhalten. (3 Punkte)

Aufgabe 9: (3+2+4 Punkte)
Geben Sie den QR-Algorithmus mit Shifts wieder. Wie werden die Shifts gewählt?
Wie schnell konvergiert der QR-Algorithmus mit diesen Shifts für eine symme-
trische reelle reguläre Matrix mit dem Betrage nach verschiedenen Eigenwerten?

Lösung zu Aufgabe 9: Der QR-Algorithmus mit Shifts lautet (Unterschiede
zum QR-Algorithmus in der Grundform sind in Rot dargestellt):

Setze A0 = A.

Wiederhole für i = 0, 1, . . .

Berechne die QR-Zerlegung von Ai − κiI: Ai − κiI = QiRi

Berechne die neue Iterierte Ai+1: Ai+1 = RiQi + κiI

(3 Punkte)
Die Shifts κi werden als das letzte Matrixelement der letzten Zeile von Ai, also
als das Element a

(i)
nn gewählt. (2 Punkte)

Diese Wahl entspricht dem Rayleigh-Quotienten von implizit im QR-Algorithmus
konstruierten Vektoren einer inversen Iteration mit denselben Shifts. Durch diese
Verbindung ist klar, dass die Vektoren und damit die Eigenwertapproximationen
für symmetrische reelle reguläre Matrizen mit dem Betrage nach verschiedenen
Eigenwerten kubisch konvergieren. (4 Punkte)

Aufgabe 10: (3+4+3 Punkte)
Konvergieren die Iterierten aus dem Newton-Verfahren für die Funktionen

f(x) = x2, g(x) =
√

x, h(x) = 5x− 5

mit dem Startwert x0 = 1? Wenn Sie dieses bejahen können, wogegen und wie
schnell?

Lösung zu Aufgabe 10: Im Falle der ersten Funktion rechnet man schnell nach,
dass die Iterierten des Newton-Verfahrens gemäß

xk+1 = xk −
x2

k

2xk

= xk −
xk

2
=

xk

2

gebildet werden. Damit gilt

xk =
(1

2

)k

und die Konvergenz gegen die doppelte Nullstelle x̂ = 0 ist linear. (3 Punkte)
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Im Falle der zweiten Funktion gilt

xk+1 = xk −
√

xk

1
2

√
xk

−1 = xk − 2xk = −xk.

Damit folgt für die Iterierten
xk = (−1)k

und das Verfahren konvergiert nicht. (4 Punkte)
Sollten Sie darauf hingewiesen haben, dass das Newton-Verfahren implizit (wegen√
−1) einen Umweg über die komplexen Zahlen macht, und somit nicht anwend-

bar ist, haben Sie auch Ihre Punkte bekommen.
Im Falle der dritten und letzten Funktion sieht man, dass die Funktion eine

Gerade beschreibt, somit das Newton-Verfahren in einem Schritt konvergiere,
aber bei noch genauerem Hinsehen stellt sich heraus, dass der Startwert bereits
die eindeutige Nullstelle ist. Von Konvergenz zu sprechen macht also kaum Sinn.
(3 Punkte)

Aufgabe 11: (5+2 Punkte)
Sie haben 10000 Meßwerte gegeben. Diese Meßwerte haben in etwa die Gestalt
einer verschmierten Parabel (eine Parabel ist eine Funktion der Gestalt ax2 +
bx + c). Beschreiben Sie, wie Sie das zugehörige Ausgleichsproblem aufstellen.
Wie lösen Sie das entstehende Ausgleichsproblem?

Lösung zu Aufgabe 11: Gesucht sind die 3 Parameter a, b, c, die eindeutig die
gesuchte Parabel beschreiben. Also kennen wir von dem gewünschten Ausgleichs-
problem

‖Ax− b‖2 = min

bereits die Gestalt von x,

x =

a
b
c

 .

Es fehlen die Matrix A und die rechte Seite b. Wir bezeichnen die Parabel mo-
mentan mit p(x) = ax2 + bx + c. Nun soll in dieser Aufgabenstellung erreicht
werden, dass

p(xi) ≈ yi,

genauer gesagt,
10000∑
i=1

(p(xi)− yi)
2 = min .

Das ist aber bereits fast unser gewünschtes Ausgleichsproblem:

10000∑
i=1

(p(xi)− yi)
2 =

10000∑
i=1

(x2
i · a + x1

i · b + x0
i · c− yi)

2

= ‖Ax− b‖2
2
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mit

A =


x2

0 x0 1
x2

1 x1 1
x2

2 x2 1
...

...
...

x2
10000 x10000 1

 und b =


y0

y1

y2
...

y10000

 .

Das wirkliche Ausgleichsproblem entsteht durch Ziehen der Wurzel. (5 Punkte)
Um das Ausgleichsproblem zu lösen, böten sich aufgrund der niedrigen Dimension
von x sogar mal die Normalgleichungen

AT Ax = AT b

an, da die Systemmatrix AT A jetzt die Größe 3× 3 hat. Allerdings ist die Mög-
lichkeit, das System mittels der QR-Zerlegung zu lösen, zu bevorzugen, denn die
Verwendung der Normalgleichungen resultiert in einer nicht notwendigen Qua-
drierung der Konditionszahl. Dazu wird zuerst A QR-zerlegt:

A = QR,

wobei Q ∈ R10000×3 orthonormale Spalten hat und R ∈ R3×3 eine obere Drei-
ecksmatrix ist. Wir ergänzen (theoretisch) die Matrix Q zu einer Orthonormal-
basis des gesamten R10000 und stecken die verbleibenden Vektoren in eine Matrix
Q⊥ ∈ R10000×9997. Damit wird das Ausgleichsproblem transformiert,

‖Ax− b‖2 = ‖QRx− b‖2 = ‖
(
Q Q⊥)T (QRx− b)‖2

= ‖Rx−QT b‖2 + ‖(Q⊥)T b‖2.

Der erste Teil ist ein kleines lineares Gleichungssystem welches wir nun einfach
lösen können, der zweite Teil hängt nicht von x ab und beschreibt den Defekt.
(2 Punkte)

Aufgabe 12: (5 Punkte)
Zeigen Sie, dass die Matrix

T =



h0 + h1

3

h1

6
h1

6

h1 + h2

3

h2

6
h2

6

h2 + h3

3

. . .

. . . . . .
hn−1

6
hn−1

6

hn−1 + hn

3


∈ Rn×n
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für jede Wahl von positiven hj, j = 0, 1, . . . , n regulär ist.

Lösung zu Aufgabe 12: Es handelt sich bei der angegebenen Matrix um eine
Matrix, die bei den kubischen Splines entsteht. Diese ist laut Skript regulär.
Ein leichter Beweis der Regularität funktioniert über den Satz von Gerschgorin:
Keiner der Kreise∣∣∣∣hj + hj+1

3
− z

∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣hj

6

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣hj+1

6

∣∣∣∣ =
hj + hj+1

6
=

1

2

hj + hj+1

3

kann die Null enthalten, die Null also kein Eigenwert sein und somit ist die Matrix
regulär. (5 Punkte)
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