Diese Notizen sind wihrend der Ausarbeitung der Anleitung zur Linearen Alge-
bra I im Wintersemester 2007,/2008 entstanden. Sie werden frei zur Verfiigung
gestellt, enthalten aber nicht alles, was in der Anleitung behandelt wurde, ins-
besondere nicht die veranschaulichenden Zeichnungen. Wer Fehler in diesem
Dokument findet, schreibe bitte im Interesse seiner Kommilitonen eine Email
an zemke@tu-harburg.de mit dem Betreff [Anleitung LAI]. Der Text wird
dann bei Bedarf verbessert und/oder ergénzt.
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1 Anleitung vom 01.11.2007

Thema der Anleitung sind die komplexen Zahlen und die Begriffe der Surjekti-
vitdt, Injektivitdat und Bijektivitdt von Funktionen.

1.1 Komplexe Zahlen

Die komplexen Zahlen sind motiviert aus der Unzufriedenheit iiber die eventuelle
Nichtlosbarkeit algebraischer Gleichungen (Polynome), als einfachstes Beispiel

VeeR: 22 +1#£0. (1)

Als Gedankenspielerei begonnen, indem einfach ,imagindre Zahlen“ ein-
gefithrt wurden, ndmlich zuerst die imagindre Einheit

i=/—1, (2)

zeigte sich, dass viele Gleichungen erst unter Verwendung von gemischt reellen
z € R und imaginéren Zahlen iy, y € R, sogennanten komplexen Zahlen C,
meist bezeichnet mit dem Buchstaben z,

z =z + 1y, (3)

behandelbar wurden oder stark vereinfacht wurden. (Beispiele: Auflosbarkeit
von linearen Differentialgleichungen, Eigenwertaufgaben, viele Vorgénge die auf
Schwingungen basieren, Maxwellsche Gleichungen in der reellen Form und kom-
plexen Form.)

Da die reellen Zahlen gewisse Eigenschaften haben, die gerade das Rechnen
mit ihnen ausmachen, sollte erfiillt sein, dass diese gemischten komplexen Zahlen
diese nicht zerstoren. Einige dieser Eigenschaften werden unter Anderem im
ersten Ubungsblatt behandelt.

Dank Gaufl (Deutschland) und Argand (Frankreich) ist die Behandlung kom-
plexer Zahlen heute alles andere als ,, komplex“ oder ,,imaginér“. Beide entdeck-
ten, dass die komplexen Zahlen z € C sich, wie x € R als Zahlengerade, als
Zahlenebene auffassen lassen.

Die Addition zweier komplexer Zahlen ist dabei komponentenweise definiert,
also die iibliche Addition zweier Vektoren in der Ebene. Die Subtraktion ist die
Addition des negierten Wertes, also eine Umkehrung der ,Richtung“ bei dem
zweiten ,, Vektor® und dann eine Aneinanderlegung der ,, Vektoren*.

Die Multiplikation ist am besten versténdlich, wenn man die komplexe Ex-
ponentialfunktion (welche wir erstmal nur fiir rein reelle oder rein imaginére
Argumente kennenlernen werden) verwendet. Es gilt die nach Euler benannte
Gleichung

e'? = cos(¢) + isin(¢), (4)

welche im Skript/in der Vorlesung als Definition gehandelt wird. Aus den Ad-
ditionstheoremen folgert man, dass die fundamentale Eigenschaft der Exponen-

tialfunktion
et _ Lig it (5)

auch fiir rein imagindre Argumente gilt. Das Wechselspiel zwischen einer (kom-
plexen) Multiplikation (von komplexen Zahlen auf dem Einheitskreis) und der



Addition der Winkel liefert eine einfache geometrische Interpretation der Mul-
tiplikation beliebiger komplexer Zahlen.

Nun liegen die wenigsten komplexen Zahlen auf dem Einheitskreis, also muss
man zu dem (immer nur bis auf Vielfache von 27, dem Umfang des Kreises; im
Bogenmaf bestimmten) Winkel noch einen Radius angeben. Diese beiden (reel-
len) GroBen charakterisieren wie der Real- und Imaginiirteil die komplexe Zahl
eindeutig, wenn man den Winkel einschrankt und den Radius Null gesondert
behandelt. Es gilt fiir alle z € C\ {0}

z=re'®, wobei ¢ € (—m, 7. (6)

Das so eindeutig bestimmte ¢ (griechischer Buchstabe phi, gesprochen wie vieh,
manchmal auch geschrieben als ) nennt sich Hauptwert des Argumentes. Das
Argument ist immer gefragt unter Angabe der Vielfachen von 27.

Die Multiplikation lasst sich also nach den Regeln der Multiplikation re-
eller Zahlen, der fundamentalen Eigenschaft der Exponentialfunktion und der
geometrischen interpretation der Polarkoordinaten schreiben als

2129 = r1€i¢1 '7“26i¢2 — (Tl . T2)€i¢1 etz — (Tl . T2)6i¢1+i¢2. (7)

Damit erzeugt die Multiplikation zweier komplexer Zahlen eine neue komplexe
Zahl, deren Winkel aus der Addition der beiden Winkel (modulo Vielfache von
27) und deren Radius aus der Multiplikation der beiden Radien berechnet wird.
Um die umgekehrte Operation, also das Teilen zu verstehen, betrachtet man
am Besten die Operation z1/zo als Multiplikation von z; mit 1/z5. Fiir diese

Inversion gilt (dieses ist der rechnerische Weg):
1 1z z

z zE:W' ®)

In Polarkoordinaten ergibt sich wegen |z|? = r?2

z=re?, 1 = 1e_"‘b. 9)
z r
Das bedeutet geometrisch, dass die neue Zahl durch Spiegelung an der reel-
len Achse (komplexe Konjugation) und ,, Inversion am Einheitskreis“ (Ubergang
vom Radius r zum Radius 1/r) entsteht.

Die Veranschaulichung der Operationen +, -, —, / als geometrische Operatio-
nen in der komplexen Ebene (die reelle Ebene mit der zusétzlichen Multiplika-
tion der Tupel (x,y) aus Real- und Imaginérteil) ist fiir das Verstédndnis (und
die Bewiltigung der Klausuraufgaben zu komplexen Zahlen) unentbehrlich.

Was auch unentbehrlich ist, ist zu lernen, nicht alles auszurechnen, das ist
zwar in der Schule angesagt, aber in der Realitit weder gefragt noch teilweise
moglich. Insbesondere sind die gegebenen Daten (reelle oder komplexe Zahlen)
meist fehlerbehaftet, da sie aus Messungen resultieren. Nette ganze Zahlen und
ganzzahlige Rechenergebnisse sind dort fast nie zu finden. Fiir viele Aussagen
geniigen grobe Abschéiitzungen.

Als Beispiel zwei Aufgaben aus der letzten Klausur zu den komplexen Zahlen.
Die erste Aufgabe ist die Bewertung der Aussage, dass fiir alle z € C

R(2%) < (R(2)). (10)



Man probiert zuerst meist aus das Gegenteil zu zeigen, dazu nimmt man ein paar
wzufallige* Werte, also z.B. z =1, —1,4, —i,1 + ¢ oder so. Man wird sehen, dass
diese Aussage immer stimmt. Also sollte man sie allgemein beweisen kénnen.
Wir haben zwei allgemeine Darstellungen/Anschauungen komplexer Zahlen: die
als Vektoren in der Ebene oder mittels Polarkoordinaten.

Hier zeigt sich, trotz der Multiplikation (Quadrieren), dass die erste Darstel-
lung die angepasstere ist. Es gilt

z=a+1ib, a,beR, (11)
2% = (a +1ib)(a +ib) = a® + (ib)? + 2iab = a® — b* + i2ab. (12)

Der Vergleich der Realteile beider Seiten lautet
a? — b* < a?, (13)

eine Aussage, welche fiir beliebige reelle Zahlen a,b immer erfiillt ist.
Natiirlich kann man den Beweis auch in der Polarkoordinatendarstellung

fiihren: 4 ‘
z=re'®, 2?2 =r2e??, (14)

der Vergleich der beiden Realteile lauft also auf den Vergleich zweier Kosinus-
Ausdriicke hinaus,

7?2 cos(2¢) < (rcos(¢))? = 12 cos?(¢), (15)

welches sich dank einer Division durch r? (fiir 7 = 0 ist die Aussage trivial) und
Anwendung der Additionstheoreme umschreiben lésst in

cos®(¢) — sin®(¢) < cos®(¢), (16)

eine auch klarerweise wahre Aussage. Dazu muss man aber die Additionstheo-
reme kénnen (oder sich aus der Euler-Formel schnell wieder herleiten).

Die zweite Aufgabe aus der letzten Klausur basierte auf den komplexen
Zahlen

1 i
z7ni=1—1, 2z29:=—4+4+—. 17
1 2= 5t (17)
Zu bewerten war die Aussage, ob
|28 — 25| > 10 (18)

gelte. Natiirlich kann man die Zahlen einfach ausrechnen und damit dann den
Absolutbetrag berechnen. Man kann auch geometrisch vorgehen und die Lage
der beiden Zahlen ungefihr bestimmen. Am einfachsten ist die Aussage aber zu
bewerten, wenn man sich nur die Radien anschaut, es gilt

r= |z = V12 + 12 = V2, (19)

R I

Die Radien von {28}2_, sind demnach

8
= (22) =2t =16, S =1 (21)



Damit muss man von dem Kreis mit Radius 16 um hoéchstens £1 abweichen,
was als kleinsten Kreis einen mit Radius 15 ergibt, welcher deutlich ausserhalb
einem mit Radius 10 liegt. Also ist die Behauptung eine wahre Aussage.

Eine dritte Aufgabe war es zu bewerten, ob aus

R(z)>1 (22)
die Implikation
R(23) > 1 (23)
folgt.
Da
z=a+ib und 2z?=a®—0b?+i2ab (24)

gilt, muss man nur |b| gross genug wéhlen, z.B. a = 2, b = 2 und erhélt
Rz)=a=2>1, REH=a*-0"=22-22=0<1. (25)

Also ist die Behauptung eine falsche Aussage.
Die néchste Aufgabe war aufgrund von Schreibfehlern in der Klausur nicht
enthalten, sie sollte aber wie folgt lauten. Seien die beiden komplexen Zahlen

1 1

21 =V24+iV2, 2= —4i— 26

1 2 \/i \/5 ( )
definiert. Gilt dann

R(zs +7) =17 (27)

Diese Frage bewertet man am FEinfachsten anhand einer Skizze, in der Anlei-
tung geschehen. Hier folgt ein rechnerischer Versuch, die gezeigten/gezeichneten
Schritte zu veranschaulichen.

Die Polardarstellung der beiden komplexen Zahlen lisst sich schnell an einer
Skizze ablesen, es gilt (unter Auslassung des Termes 27k, k € Z)

2 =2-€'7, 20 =1-¢€'%. (28)
Daraus folgt (Winkeladdition), dass
s\ 3 - 37 _1 ].
z5=(1l-€e'%) =1-"1 = — +i—. 29

Die Konjugation (Spiegelung an der reellen geraden) ergibt
=27 =v2-iV2 (30)

Die Summation der Zahlen entspricht zeichnerisch also gerade der Vektoraddi-
tion eines Vektors der Linge Eins in Richtung (—1,1)7 und eines Vektors der
Linge 2 in Richtung (1, —1)7. Damit ist das Ergebnis ein Vektor der Linge Eins
in Richtung (1, —1)7". Es handelt sich beim Ergebnis also um eine komplexe Zahl
mit Lénge Eins und einem Nichtnull-Imaginérteil, also

54z =a+ib, a®+b* =1, b#O0. (31)

Damit ist die Behauptung, dass der Realteil des Ergebnisses, also a, gleich Eins
sei, nicht mehr erfiillbar.

Man konnte natiirlich alles explizit ausrechnen, aber hier sollte der einfachere
geometrische Weg veranschaulicht werden, und daher wurden viele Gréen nicht
genau ausgerechnet.



1.2 Funktionen

Eine Relation ist eine Teilmenge des kartesischen Produktes zweier Mengen, hier
meist R X R oder D x R mit D C R, also eine Teilmenge der reellen Ebene.
Beispiele: > y als Relation ist assoziiert mit der Teilmenge

T< ={(z,y) : 2,y €R, z < y}. (32)

Der Einheitskreis ist eine Teilmenge der Ebene, also eine Relation. Die Koordi-
naten (z,y) stehen in der Relation 2% + y? = 1.

Eine Funktion ist eine spezielle Form der Relation, hier wird jedem Element
x auf der linken Seite (Linkstotalitét) ein eindeutiges Element y auf der rechten
Seite zugeordnet (Rechtseindeutigkeit). Immer, wenn diese Eigenschaften erfiillt
sind, kann man sich die Zuordnung als Funktionsvorschrift vorstellen, daher die
Notation

f:DCR—-R, (33)
fre—y=f(z). (34)

Die Eigenschaften, welche eine Funktion definieren, also, dass sie als Relation
linkstotal und rechtseindeutig ist, klingen geradezu danach, dass auch die Eigen-
schaften ,rechtstotal® und ,linkseindeutig” interessant sein kénnten, und sind
klarerweise notwendig, um die Relation als ,inverse* Funktion f=! :y — z
aufzufassen.

Dass eine Funktion linkseindeutig ist, bedeutet, dass

y=f(z1) = f(z2) = x1=u12, (35)

oder, dquivalent dazu, das verschiedene Argumente immer verschiedene Funk-
tionswerte haben,

T # T2 = oy = f(o) # f(x2) = 9o (36)

Man nennt solche Funktionen meist injektiv anstatt linkseindeutig, den Begriff
linkseindeutig verwendet man eher fiir Relationen. Den Begriff , injektiv* sollte
man sich merken, da dieses die international gebrduchliche Bezeichnung ist.
(Blode Merkregel: Injektionen bekommt man an einer eindeutigen Stelle des
Korpers, nicht an mehreren.)

Dass eine Funktion rechtstotal ist, bedeutet, dass

Vydz:y=f(z). (37)

Man nennt solche Funktionen meist surjektiv anstatt rechtstotal, den Begriff
rechtstotal verwendet man eher fiir Relationen. Den Begriff | surjektiv* sollte
man sich merken, da dieses die international gebrauchliche Bezeichnung ist.

Wenn eine Funktion injektiv und surjektiv ist, ist sie gleichzeitig eine Funkti-
on der Werte in die Argumente, also eine Funktion in inverser Richtung, damit
eine Funktion in beide Richtungen. Diese ,,umkehrbaren“ Funktionen werden
,,bijektiv® genannt.

Die Begriffe stammen wohl aus dem Franzosischen, auf Wikipedia wird ver-
mutet, von dem Autorenkollektiv Nicolas Bourbaki. Beispiele dazu: die Relation
zwischen Menschen und (rechtem) Daumenabdruck, Menschen und Personal-
ausweisnummern. Man veranschauliche sich: Warum sind Kosinus und Sinus
Funktionen? Woher kommen sie?



2 Anleitung vom 15.11.2007

Themen der Anleitung sind allgemein Vektoren im zwei- und dreidimensiona-
len Anschauungsraum. Genauer werden einerseits die Begriffe der orthogonalen
Projektion, des Skalarproduktes und der Orthogonalitdt besprochen, anderer-
seits werden geometrische Normalformen von Geraden und Ebenen und Fléichen
und Volumina angesprochen.

2.1 Orthogonalitit

Definition von Vektoren. Anschauung von Vektoren im R", n = 2,3. Addition.
Begriff der Orthogonalitét. Definition des Skalarproduktes, Kreuzproduktes (nur
im R?) und des Spatproduktes (nur im R3).

Das Skalarprodukt ist definiert als

(a,by :=|a| - |b| cos(£(a,b)). (38)

Diese Definition benétigt man spiiter nur zur Berechnung von Winkeln (welches
aber Teil einer Ubungsaufgabe ist). Besser ist die im Skript bewiesene Aussage

(a,b) = Z aibi, (39)

welche im allgemeinen R™ als Definition des Standard-Skalarproduktes heran-
gezogen wird und nur fiir n = 3 aus der obigen Definition hergeleitet wird.
Zwei Vektoren im R? oder R? sind genau dann senkrecht zueinander, wenn
der Kosinus des Winkels zwischen ihnen gleich Null ist. Damit ist dann aber
das Skalarprodukt gleich Null. Ein einfacher Test, ob zwei Vektoren senkrecht
stehen, ist die Berechnung des Skalarproduktes mittels der umgeschriebenen

Variante:
a=(§>, b:(_f), (a,b) =1-2-2-1=0, (40)

also stehen die beiden Vektoren a, b aus dem R? aufeinander senkrecht. Anschau-
lich ist das natiirlich sofort klar. Im R? ist zu (x,y)T immer (—y,z)” senkrecht.
Wenn Vektoren senkrecht aufeinander stehen, so nennt man sie auch orthogonal.
Diese Orthogonalitéit hat viele Anwendungen und ist eine der Hauptbegriffe der
Linearen Algebra.

Eine Anwendung liegt in der Projektion (z.B. bei der orthogonalen Zerlegung
von Kriften): projiziere a auf die Richtung von b (Aufgabe 1). Die Richtung von
b kann man durch jedes Nichtnull-Vielfache von b beschreiben, um die Skalierung
einfacher zu gestalten, wihlt man einen Vektor in die Richtung von b mit der
Lénge Eins. Diesen berechnet man geméif (siche die in der Anleitung gegebene

Zeichnung)

b_ b (41)

bl \/(b,b)
Nun mochte man einen gegebenen Vektor a aus dem selben Raum in die
Richtung von b projizieren. Zeichnerisch ist klar, dass die Lénge des entstehen-
den Vektors durch |a|cos(Z(a, b)) gegeben ist. Damit haben wir die Linge und



die Richtung und kénnen den Gesamtvektor konstruieren:

Pya = |a] cos(Z(a, b)) (42)

(b,b)

Wie vorher wird man niemals einen Winkel ausrechnen, wenn man nicht muss.
Daher driickt man die Lange durch das Skalarprodukt aus und erhilt

_{a,b) b
bl by

(43)

Die Lénge beschreibt man wieder als Wurzel des Skalarproduktes und fasst die
Wurzelterme zusammen,

<a,b>b_ Z? 1a1bzb
(b,b) " YLiv?

Oft hat man zwei (linear unabhingige) Vektoren im R?, welche z.B. die Rich-
tungsvektoren einer Ebene sind, und mochte einen dazu senkrecht stehenden
finden (z.B. um einen Einheitsnormalvektor zu finden). Um einen senkrechten
Vektor im R3 zu erhalten, kann man einfach das Kreuzprodukt verwenden.

Kreuzprodukt (nur im R? definiert), Aufgabe 2 a) und b). Das Kreuzprodukt
ist definiert durch die folgenden drei Eigenschaften:

1. |a x b| = |a| - |b] - | sin(L(a, b))],
2. axbla,b,

Pba =

(44)

3. (a,b,a x b) bilden ein Rechtssystem.

Es kann in Komponenten ausgedriickt werden mittels

axb=|al|-|b|-sin(Z(a,b)) e, e Lab, (45)
G,ng — a3b2
= (lgbl - a1b3 (46)
a1b2 — a2b1
ar b
= a1 a2 a3 = 62 a2 bg . (47)
by by b3 ez az bz
Hierbei ist der Vektor e ein auf Lénge Eins normierter Vektor (le| = 1), der

mit den Vektoren a, b ein Rechtssystem (a, b, e) bildet. Die senkrechten Striche
an dem quadratischen Zahlen-Tableau (der Matrix) bedeuten, dass die Deter-
minante der Matrix zu berechnen ist (siehe Skript).

Das Kreuzprodukt ist eine niitzliche Sache im R? und kann nicht in natiirli-
cher einfacher nutzbringender Weise auf den allgemeinen R™ verallgemeinert
werden. Das Kreuzprodukt sollte man nicht mit dem kartesischen Produkt ver-
wechslen, beide haben das selbe Multiplikationszeichen, aber das Kreuzprodukt
ordnet zwei Vektoren des R? einen Vektor des R3 zu, wohingegen das kartesische
Produkt zwei Mengen eine neue Menge zuordnet.

Auf dem Kreuzprodukt basiert das daher ebenfalls nur fiir den R?® definierte
Spatprodukt,

(a xb,c). (48)



Das Spatprodukt bildet drei Vektoren des R® auf eine reelle Zahl ab, deren
Betrag die Grofle des Spates (Parallelepipeds), welcher von diesen drei Vekto-
ren erzeugt wird (Bild), darstellt, und deren Vorzeichen angibt, ob das System
(a,b,c¢) der Vektoren ein Rechtssystem (Vorzeichen +) oder ein Linkssystem
(Vorzeichen —) ist.

2.2 Geometrie im R", n =2,3

Der Flicheninhalt eines Parallelogrammes lésst sich leicht berechnen mittels
F = |u x v| (Aufgabe 2c¢). Das liegt an der Definition des Kreuzproduktes
zusammen mit der Herleitung einer Formel fiir den Flicheninhalt eines Par-
allelogrammes iiber den Satz von Cavalieri. Der Flidcheninhalt berechnet sich
aus Breite mal Hohe. Man nehme eine Seite (0BdA! die durch u erzeugte) als
Grundseite, die Breite ist die Linge des Vektors (also |u|), und berechne die
Hohe iiber den eingeschlossenen Winkel mittels des Sinus (Liéinge der Hypote-
nuse mal Sinus des Winkels), also z.B. h = |v]| - |sin(Z£(u, v))|. Insgesamt gilt
demnach F = |u|-|v]|-|sin(Z£(u,v))|, also erhiilt man dieselbe Zahl aus dem Ab-
solutbetrag des Kreuzproduktes. Will man das Kreuzprodukt auch als Mittel
zur Berechnung im R? heranziehen, so muss man die Vektoren des R? (in nicht
eindeutiger Weise) in den R3 einbetten. Z.B. kénnte man unten Nullen einfiigen
und erhiélt so ein Vielfaches des letzten Einheitsvektors es.

Das Volumen eines Spates ldsst sich leicht berechnen mittels V = |(u x
v, w)| = |det(u, v, w)| (Aufgabe 2d). Fiir das Volumen V eines Spates gilt (Prin-
zip von Cavalieri)

V=F-h, (49)
wobei F' die Grofle der Grundfliche bezeichnet und h die Héhe. Die Grundfliche
ist das von v und w aufgespannte Parallelogramm und hat nach vorherigen
Betrachtungen die Grofe |u x v| = |u| - |v] - |sin(£(u,v))|. Um die Hohe zu
erhalten, muss der dritte Vektor auf eine senkrecht zur Grundfliche stehenden
Vektor projiziert werden. Dazu bietet sich der aus dem Kreuzprodukt erhaltene
Vektor u X v an, der ja gerade senkrecht auf diesen beiden Vektoren, also auch
auf der aufgespannten Ebene und damit auch der Grundfldche steht. Die Linge
der Projektion, also die Hohe, berechnet sich zu

)

u XxXv

Fiir das Volumen gilt also

VF-huxv|~‘< >‘|<uxv,w>. (51)
Berechnet werden kénnen bei geeigneter Darstellung der Geraden, Ebenen
usw. auch einfach die Absténde zwischen Punkten, Geraden und Ebenen (Auf-
gabe 4b und 4c), und die Schnitte von Ebenen (Aufgabe 4a).
Eine Anmerkung zu den folgenden Beschreibungen von Geraden und Ebe-
nen: Wir lassen oft die ,dufleren” Bedingungen an x weg, statt z.B. fiir die durch
zwei Vektoren a,r € R? definierte Gerade g zu schreiben

g:={(§>ER2‘<Z):a+/\r, )\ER}, (52)

10hne Beschrinkung der Allgemeinheit.

|u><v|’w




schreiben wir der Einfachheit halber nur
T
<y) =a+Ar, AeR. (53)

Die Geradenbeschreibung erfolgt mittels Richtungs- und Normalenvektoren,
bei Ebenen dito. Wir beginnen mit Geraden im R2. Eine Gerade ist (in der
Schulversion) beispielsweise gegeben durch die Menge aller Punkte (z,y)? mit

2z 4 3y = 5. (54)

Meist verwendet man in der Schule die explizite Form mit ,,Steigung“ und ,,y-

Achsenabschnitt*,

2 5
- _Z e 95
Y 395 3 (55)

Diese Form schlieit in unnatiirlicher Weise (z.B.) die Gerade
le+0y =5 (56)

aus, welche eine horizontale Linie bei x = 5 darstellt. Wir verwenden nur die
Form einer Gleichung, wobei die Unbekannten auf der einen, die Konstanten auf
der anderen Seite stehen.

Mathematisch gesehen ist die Gleichungsbedingung eine Bedingung an die
Punkte des R2, die alle bis auf die Punkte auf einer Geraden, also einer zum
R! = R s#quivalenten Menge, aussiebt. Die , Dimension“ dieser Menge ist im
Allgemeinen spéter gegeben als die Dimension des Raumes, also n fiir den R™,
minus die Anzahl der verschiedenen Bedingungen, also hier 2 — 1 = 1.

Eine andere Formulierung ist gegeben durch einen Punkt auf der Geraden,
im Beispiel liest man schnell den Punkt mit dem Ortsvektor a = (1,1)7 als zur
Geraden gehorig ab, da

2-1+3-1=5, (57)

und einen Vektor, der die Richtung der Geraden angibt, zu berechnen iiber
zwei verschiedene Punkte auf der Geraden, als Beispiel neben dem Punkt A mit
Ortsvektor a = (1,1)T der Punkt B mit Ortsvektor

b= (3) ot b= (8). oaer 0= (7). (59)

Die Differenz zweier Ortsvektoren ist ein Vektor in Richtung der Geraden, wir
wéahlen das erste b, damit gilt

(0w

Nun lisst sich jeder Punkt auf dieser Geraden erreichen durch den Ortsvektor,
der entsteht, wenn wir erst auf die Gerade gehen und dann entlang der Richtung
der Geraden, also mittels

x:a+A(b—a)=G)+A<;>, AeR. (60)

r=(_3) (61)
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und seine Nichtnull-Vielfachen sind sogenannte Richtungsvektoren der Geraden.
Alternativ kann man eine Richtung im R? durch Angabe eines senkrecht dazu
stehenden Vektors beschreiben, eines Normalenvektors. Laut vorherigem ist ein
solcher Vektor (festgelegt nur bis auf Nichtnull-Vielfache) der Vektor

ni= @) . (62)

Dieser Normalenvektor lidsst sich aber ohne weiteres direkt an der Glei-
chung (54) ablesen, denn es gilt mit dem eben definierten n offensichtlich

<n, (§>> = 27 4 3y = 5. (63)

Der Beweis, dass der abgelesene Vektor n der Normalenvektor ist, erfolgt iiber
die Verwendung der Ortsvektoren a,b zweier beliebiger verschiedener Punkte
auf der Geraden und der Geradengleichung, da

(n,b) =5, (64a)
{n,a) =5, (64b)
= (n,b—a)={(n,r) =0. (64c)

Der Vektor r := b — a ist von Null verschieden und ein Richtungsvektor, also
steht der abgelesene Vektor n auf dem (jedem) so berechneten Richtungsvektor
senkrecht, ist also ein Normalenvektor.

Die Form mit dem Skalarprodukt und dem normierten Normalenvektor

ist die sogenannte Hessesche Normalform, in LA meist geschrieben als

(n® x—a)=0, (66)

in der Literatur meist in der Form
(n’ 2y =d (= (n’a)). (67)

Der Abstand zwischen einem Punkt und einer Geraden kann am Besten
mittels der Hesseschen Normalform ermittelt werden. Sei dazu z.B. P ein Punkt
mit dem Ortsvektor p = (1,2)”. Dann ist nach dem Satz von Pythagoras der
Abstand gegeben durch die Liange der Projektion von p — a auf die Richtung
von n, also durch

N (G ) A

Damit ist das oben gegebene d = (n°,a) der Abstand der Geraden zum Null-
punkt.

Winkel (Aufgabe 3) zwischen Geraden im R? kénnen mittels der Richtungs-
oder Normalenvektoren bestimmt werden,

(v, w) = [v] - [w] - cos(£(v, w)), (69a)
cos(£L(v,w)) = iT’TiZ, (69b)

£(v,w) = arccos( v, w) > (69¢)

o] - wl
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Diese Gleichung gilt auch fiir sich sich schneidende Geraden im R™.
Jetzt die Ebenen im R2. Diese lassen sich iiber die Angabe einer Gleichung

lzy + 229 + 323 =6 (70)

beschreiben. Hier gilt wieder: die Dimensionalitéit (Ebene, 2) des Objektes ist
die Dimension des Raumes (3) minus die Anzahl der verschiedenen Bedingungen
(hier 1) an die drei Punkte (x1,2,3), also an die Vektoren des R3. Keine
Bedingung ist z.B.

01’1 + OIEQ + 0$3 = 0, (71)

da alle Vektoren des R? diese Gleichung erfiillen, und auch
OIEl + 0%2 + 01‘3 =1 (72)

ist keine Bedingung, da diese Gleichung nicht erfiillbar ist. Der Grund ist die
,Héaufung von Null“ auf der linken Seite.
Man sieht schnell, dass z.B. der Ortsvektor a = (1,1,1)T auf die Ebene
fiihrt, denn
1-142-14+3-1=6. (73)

Jetzt kann man zwei weitere Punkte auf der Ebene identifizieren (da ja bekannt-
lich drei Punkte eine Ebene eindeutig beschreiben, nicht umsonst haben Stiihle
mindestens drei und nicht zwei Beine), wir wiihlen

0 0
b=13 und c=(0]. (74)
0 2

Eine Punkt-Richtungsform erhédlt man nun durch Angabe eines Ortsvektors,
z.B. a und zweier in der Ebene liegender Richtungen, wir wéhlen

0-1 -1
rmi=b—a=[3-1]= 2 (75)
0-1 -1
und
0-1 -1
roi=c—a=|(0—-1]=1[-1]. (76)
2-1 1
Damit gilt dann
r=a+Ar1+pra, ANpeR, (77)
oder in ausgeschriebener Form
1 -1 -1
z=[1]+X| 2] +pul-1], ANpekR (78)
1 -1 1

Alternativ kann man wieder einen senkrecht zur Ebene stehenden Vektor n
verwenden, um die Ausrichtung der Ebene im Raum eindeutig zu charakterisie-
ren. Fiir diese Zwecke bietet sich das Kreuzprodukt an,

-1 -1 2— 1 1
ni=rixrp=| 2| x|-1]=[1--1]=1[2]. (79)
-1 1 1--2 3
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Erstaunlicherweise haben wir wieder den ,,ablesbaren* Vektor berechnet ...
Allgemein ist es auch fiir Ebenen so, dass der ablesbare Vektor ein Norma-
lenvektor ist, der Beweis ist analog zu dem fiir die Geraden. Es gilt mit dem
eben berechneten/abgelesenen n ja offensichtlich fiir alle Punkte der Ebene mit
Ortsvektor z
(n,z) = 6. (80)

Nun kann man ja drei beliebige (verschiedene) Punkte mit Ortsvektoren a, b, ¢ €
R3 nehmen, welche die Geradengleichungen erfiillen und mittels Subtraktion
Vektoren generieren, welche in der Ebene liegen und somit Richtungsvektoren
sind,

(n,a) = 6, (81a)
(n,b) = 6, (81b)
<TL,C> = 6; (81C)
= (n,r1)={n,b—a)=0, (81d)
= (n,r2) = (n,c—a)=0. (81e)

Also steht der abgelesene Vektor n auf allen méglichen Richtungsvektoren senk-
recht, ist also bereits ein Normalenvektor. Meist nimmt man die normalisierte
Variante des Einheitsnormalenvektors

n 1 1
nli=—=—— 2 82
|n| vV 14 3 ( )

und bastelt sich die Hessesche Normalform geméf

Oz —a)=0. (83)

(n
Der Abstand eines Punktes mit Ortsvektor p, z.B.
0
p=|-1 (=a—n), (84)
-2
ist wieder durch den Betrag von

1 -1

1 —-14

0 p—a)= 2].(-2 = = —V14 = —|n|, 85
(n".p—a) m<3 -2 nl.  (85)

2

also wie erwartet, durch |n| gegeben.
Geraden im R?® kann man gut mittels einer Punkt-Richtungs-Form darstel-
len,
gi={r=a+ X}, a,rcR> (86)

Aufgabe aus Klausur: Bewertung der Aussage, dass der Abstand der beiden
Geraden

AER (87)

= o O

1
gii=qz=|(2]+A
3
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2 1
gp=Rz=(4]+p|0],neR (88)
2 0
grofler als 3 ist. Hier kann man zwar die Punkte minimalen Abstandes berechnen,

und danach die Linge der Verbindungsstrecke, aber man sieht sofort, dass die
Gerade g1 durch alle Vektoren z; der Gestalt

1
r1=|2],x2€R (89)
*1

und die Gerade g durch alle Vektoren x5 der Gestalt

*2
To — 4 y k2 € R (90)
2

beschrieben wird. Die Differenz zweier solcher Vektoren ist gegeben durch

*2—1
Tog — 1 = 2 . (91)
2—*1

Um dessen Linge zu minimieren, kann man in der Definition der Linge,
lzo — 21> = (k2 — 1)+ 22+ (2 — %) (92)

die beiden Gréflen unabhéingig als xo = 1 und x; = 2 wihlen und erhélt somit
als Differenzenvektor und minimale Lénge

0 0
2|, [l2]l=2<s. (93)
0 0

Allgemein? Im Allgemeinen stellt man schnell fest, dass der Abstand mini-
mal wird, wenn die Verbindungsgerade zwischen den Punkten mit behaupteten
minimalem Abstand senkrecht steht auf den Richtungsvektoren der Geraden.
Der Beweis erfolgt iiber den Satz des Pythagoras in der Ebene aufgespannt
durch eine der Geraden und die Verbindungsgerade.

Also bildet man fiir zwei Punkte (i.e., durch feste Wahl von A und j) die
inneren Produkte mit den beiden Richtungsvektoren und erhélt ein Gleichungs-
system mit zwei Unbekannten und zwei Gleichungen,

(ri,a1 —az2 + \rq — fire) =0, (94a)
(ro,a; —as + \rq — fira) = 0. (94b)

Zuriick zu dem Beispiel. Im Beispiel ergibt sich fiir Aund i1 das Gleichungssystem

0 1 2 0 1

< o). (2)=(4)+Xx|o| =40 >:0, (95a)
1 3 2 1 0
1 1 2 0 1

< o). (2)=(4)+Xx|o| =40 >=0, (95b)
0 3 2 1 0



welches ausgeschrieben lautet

1+ A
“1-4

0, (96a)
0. (96b)

Die Losung ist A = —1 und ft = —1. Die zugehérigen Punkte {z;}%; auf den
jeweiligen Geraden {g;}?_; haben die Ortsvektoren

1 0 1 0 1
o= (2|+A[o]=[2]-(0]=12 (97)
3 1 3 1 2
und
2 1 2 1 1
zo=4]+al0o]=[4] (0] =4 (98)
2 0 2 0 2

und (wie nicht anders zu erwarten war) den Differenzvektor

1 1 0
dzl‘g—xl: 4 — 2 = 2 . (99)
2 2 0

Wieder sieht man, dass der Abstand gleich Zwei, damit kleiner als Drei und die
Aussage eine falsche ist, ein.

2.3 Auswirkungen der Orthogonalitit

Die Orthogonalitéit kann herangezogen werden, um Félle der Gleichheit in der
Dreiecksungleichung und der CSU (ohne Absolutbetrige) zu charakterisieren
(Aufgabe 5). Hier ist sehr schon die einfache geometrische Deutung der Linge
(,Betrag® im R™) und der Winkel (Skalarprodukt) zu erkennen.

3 Anleitung vom 29.11.2007

Themen dieser Anleitung: allgemeine Vektoriume, Unter(vektor)riume, Line-
arkombinationen, Basen, Dimension, allgemeine Skalarprodukte, Orthonormal-
basen.

3.1 Vektorraum

Eine Menge V heifit (reeller) Vektorraum, wenn es eine Verkniipfung

. VxV — v
+.{ (W) — utv=uw (100a)
gibt, so dass (V,+) eine sogenannte abelsche Gruppe ist, d.h., es gelten
(u+v)+w=u+(wv+w) Yuv,weV, (Assoziativitit)
d30e€V :v4+0=04+v=v VYvely, (Nullelement)
YVvoeVIweV :iv+w=0, (—v = w), (Inverse)
u+v=v+u, (Kommutativitét)
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und eine Verkniipfung

.;{RXV -V (102a)

Nv) = Av=w,

so dass (mit A\, x € R und u,v,w € V) die folgenden Vertriiglichkeiten sicherge-
stellt sind,

Acp)-v=X(p-v), (Assoziativitit)
A+p)-v=x-v+p-v, (Distributivititsgesetze)
A(v+w)=X-v+ A w, (Distributivitéitsgesetze)

1-v=nw. (Neutralitit der Eins)

Die Assoziativitdt bewirkt, dass es fiir das Ergebnis egal ist, in welcher Reihen-
folge gerechnet wird, ergo: welche Klammern man weglassen kann. Die Existenz
des Nullelementes und der Inversen bewirken, dass man in diesem abstrakten
»allgemeinen Vektorraum* auch so rechnen kann wie bisher, man kann also jeden
Weg z.B. wieder umkehren.

Die skalare Multiplikation sichert insbesondere mit der Neutralitéit der Eins
die Interpretation des Aneinanderlegens, Stauchens und Streckens von Vektoren.

Motiviert und abgeleitet sind diese einen Vektorraum definierenden Eigen-
schaften aus den ,,Modellen“ des R? und des R3. Der Schritt zum R” ist vom
mathematischen her ein kleiner, statt nur zwei oder drei Eintrige zuzulassen,
ldsst man jetzt einfach allgemein n = 1,2,3,4,5,... Eintriige zu.

Die wichtigen Anderungen scheinen auf den ersten Blick der Verlust jeg-
licher Interpretation in der Anschauung (Ebene, Anschauungsraum) und des
Kreuzproduktes (und damit des Spatproduktes) zu sein.

Der Verlust der Anschauung ist gemindert, falls man nur mit einigen Vek-
toren zu tun hat. Zwei Vektoren lassen sich (fast) immer als eine Ebene auf-
spannend auffassen, drei Vektoren (fast) immer als einen Anschauungsraum
aufspannend. Oft hilft diese Vorstellung.

Rechnerisch ist alles immer noch sehr einfach, man benétigt ja nur die kom-
ponentenweise Addition und Multiplikation,

x1 Y1 1+
T2 Y2 T2+ Y2
. + . = . s (104&)
T Yn Tn + Yn
I A- T1
T2 A To
A . = . . (104b)
Ty, AT,

Diese ,,endlich langen* Vektoren kann man sogar zu (iiberabzéhlbar) ,,unendlich
langen“ Vektoren machen. Damit erhélt man die Funktionenrdume (iiber R),
welche erfahrungsgemif fiir Erstsemester eine grofle Hiirde darstellen. In diesen
wird die Addition und die skalare Multiplikation wieder , komponentenweise®
definiert. Dieses erfolgt nicht wie bei Vektoren, welche ja auch nur Funktionen

z:{1,2,...,n} = R
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sind, wobei die Funktionen eindeutig durch Angabe aller ihrer (endlich vielen)
Werte charakterisiert werden und die Funktionswerte meist als Komponenten
geschrieben werden,

x(i) =z, 1€{1,2,...,n}.

Im Gegensatz dazu wird einfach die folgende Notation verwendet. Sei F die
Menge aller Funktionen f : R — R, dann sei die Summe zweier Funktionen und
die skalare Multiplikation einer Funktion ,komponentenweise“ definiert durch

(f+9)(x) = f(2) +9(z), figeF, zeR, (105a)
AN-f)x):=X-f(x), feF, zxzekR (105b)

Mann kann nachrechnen (und sollte das vielleicht auch mal tun), dass dieser
»,Funktionenraum® ein Vektorraum ist.

3.2 Unterraum

Eine Teilmenge W C V eines Vektorraumes V', die selber wieder ein Vektorraum
ist, ist ein sogenannter Untervektorraum oder kurz Unterraum. Nun mochte
man selten nachrechnen, ob auch alle Axiome fiir einen Vektorraum erfiillt sind.
Gliicklicherweise muss man das auch nicht, da man nur testen muss, ob die
Auflosbarkeit von Gleichungen gegeben ist, oder nach Satz 2.23 der Vorlesung,
ob

uveW = utveW, (106a)
AER, veW = A-weW, (106b)

oder dquivalent dazu (,Beweis“ in der Anleitung), ob sémtliche Linearkombina-
tionen wieder in W liegen,

MNueER, wveW = Xutp-veW (107)

Die letzte Bedingung untersucht also, ob mit gegebenen Vektoren u, v, w, ... alle
ylinearen® Gebilde, also der Nullpunkt (A = 0 = u), Geraden durch Null (z.B.
A = 0), Ebenen durch Null (A-u+p-v), hohere Raume (A-u+p-v+n-w etcpp.) in
dem potentiellen Unterraum enthalten sind. Um zu testen, ob eine Untermenge
ein Unterraum ist, verwendet man am Besten die beiden Gleichungen (106).

3.3 Linearkombinationen; lineare Abhingigkeit

Wie eben gerade gesehen, sollten mit gewissen Vektoren v, ..., v, auch immer
alle Linearkombinationen in einem Unterraum enthalten sein. Damit kann man
aber einen Unterraum basteln, indem man eine Menge von Vektoren nimmt, und
alle moglichen Linearkombinationen hinzunimmt. Abhéngig von den gewéhlten
Vektoren erhélt man z.B. den gesamten Raum V' oder auch nur einen Teilraum.
Man sagt, dass die Vektoren vy, ..., v, einen Raum aufspannen. Zu einem ge-
gebenen (endlichdimensionalen) Raum gibt es auch immer ein Erzeugendensy-
stem, d.h., eine Menge von Vektoren, die diesen Raum aufspannen. Verschiedene
Mengen von Vektoren konnen ein und denselben Raum aufspannen, z.B. span-

nen sowohl
0

1
v = 0 s Vg = 1 (108)
0 0
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als auch

1 2 3 4 5
w1 = 1 5 Wy = 1 5 w3 ‘= 1 5 Wy = 1 5 Wy = 1
0 0 0 0 0

denselben Raum, nimlich den Unterraum des R? gegeben durch alle Vektoren,
welche eine Null in der letzten Komponente haben, alternativ, welche durch die
Ebene (e3, z) = 0 definiert sind, auf.

Um etwas Ordnung einzubringen, bietet es sich an, minimale Erzeugenden-
systeme zu suchen. Dieses soll zuerst am Beispiel geschehen.

Man kann sich schnell iiberzeugen, dass es kein Erzeugendensystem aus nur
einem Vektor bestehend geben kann, welches diese durch Null gehende Ebene
aufspannt, da es ja (z.B. berechnet durch das Kreuzprodukt) immer noch einen
weiteren auf dem gewéhlten Vektor und dem dritten Einheitsvektor eg senkrecht
stehenden Vektor gibt. Nun ist aber die Auswahl der Vektoren anscheinend nicht
eindeutig, denn mit dem Erzeugendensystem (108) aus zwei Vektoren ist auch
die folgende Auswahl von zwei Vektoren ein Erzeugendensystem,

1 1
up:= 1], uy:=|(-1]. (110)
0 0

Invariant scheint nur die Anzahl der bendtigten Vektoren zu sein. Dass dieses
so ist, folgt mit einigen weiteren Definitionen (linear (un)abhiingig, Basis) und
Erkenntnissen aus dem Austauschsatz von Steinitz (siehe Skript).

Um diese Anzahl zu berechnen, schaut man, ob es moglich ist, einen der ge-
gebenen Vektoren durch die anderen darzustellen, und damit herauszunehmen.
Diese Darstellung ist immer genau dann méglich, wenn

a1v1 + agvg + -+, =0 (111)
gilt, wobei mindestens ein (und damit im Fall v; # 0, j = 1,...,r, mindestens
zwel) a, j = 1,...,r, ungleich Null ist (sind). Sei o0BdA (Umnummerierung)
7 =r. Dann gilt

vy = —ﬂvl - = ar_lv,._l, (112)
Q. Q.
und v, ist bereits in dem von vy, ...,v,_1 erzeugten Raum enthalten.

Man kann also das Erzeugendensystem immer um einen Vektor reduzieren,
wenn es o, nicht alle gleich Null gibt, so dass die Linearkombination

a1v1 + aovg + - + v, =0 (113)

der Vektoren vi,...,v, das Nullelement ergibt. Das fithrt auf den Begriff der
Hlinearen Abhéngigkeit“. Umgekehrt definiert man die lineare Unabhéngigkeit
der Vektoren vy, ..., v, iiber

a1 +asve + -+, =0 = ar=ay=---=a, =0. (114)

Beispiele: Beliebige Vektoren aus dem R™ fiir n = 1,2, 3, ... basteln, gucken.
Ist der Nullvektor linear abhingig? Die Funktionen #* und cos(x) sind linear
unabhéngig. Dazu reicht es aus, die lineare Unabhéangigkeit in endlich vielen

18



Punkten nachzuweisen, wir wéhlen die Punkte ;1 = 0 und z9 = 7, damit gilt
0% =0, cos(0) = 1, w3 = 73, cos(r) = —1. Statt nachzuweisen, dass

a1x3+a2cos(x) =0 = a1=ay=0 VxeR,
weist man nach, dass
iz’ +agcos(z) =0 = a;=ax=0 =z¢€{0,7},
welches folgendermaflen geschieht,

3
a1y + ag cos(zy) =0 o
173 + g cos(wg) =0 - a=ax=0.

Diese Erkenntnis folgt sofort aus der Losung des Gleichungssystemes

a1~03+a2-(+1)20,
ap-m 4 ay-(=1) =0,

denn man sieht in der ersten Zeile (der ersten Gleichung) vorne eine Null, also ist
ag bstimmt durch 0 geteilt durch 1, also gleich Null. Damit ist durch Einsetzen
nach der zweiten Zeile auch oy = 0.

Wenn fiir gewisse Wahlen von endlich vielen Punkten die Funktionen linear
abhéngig sind, so muss keine lineare Abhéngigkeit der Funktionen vorliegen,
als Beispiel seien die Funktionen cos und sin ausgewéahlt und ausgewertet an
beliebigen ganzzahligen Vielfachen von 27. Der Kosinus ergibt also immer einen
Vektor nur aus Einsen (oft in der Literatur mit dem kleinen Buchstaben e
bezeichnet), der Sinus einen Vektor nur aus Nullen (0BdA mit 0 bezeichnet),

cos(x1) 1 sin(z1) 0
cos(x2) 1 sin(xz) 0

= X = e, . = . = 0, €Ty = 277]%‘, ki €.
cos(zy,) 1 sin(x,,) 0

Trotzdem (Anschauung) ist der Sinus nicht aus dem Kosinus durch Skalierung
mit der Null hervorgegangen, der Sinus ist ja nicht die Nullfunktion.

Wenn fiir alle Wahlen von endlich vielen Punkten die Funktionen linear
abhéngig sind, so gibt es eventuell so etwas wie eine Funktionalgleichung (Ad-
ditionstheorem o0.4.), die man ausnutzen kann, um lineare Abhingigkeit der
Funktionen zu zeigen. Ein Standardbeispiel wird konstruiert unter Verwendung
der Funktionalgleichung der Exponentialfunktionen,

a®*tY = a® - aY.
Wenn wir jetzt ,,die* Exponentialfunktion verwenden und zwar zur Konstruk-
tion der beiden Funktionen

e42+w T

und e*,

so sieht man sofort, dass

e42+ac — e42 X em =y - ez



und mit a; = —1 die beiden Funktionen linear abhéngig sind,
ay - e Ly e = 0.

Weitere Beispiele fiir lineare Abhéingigkeit von Funktionen finden sich in den
kommenden Aufgaben.

Zwei miteinander verwandte Klausuraufgaben sind wie folgt gegeben. Es
seien die vier Funktionen

my(x) := min{z,0}, ma(x) = max{x, 0},

ma(x) =z und my(x):= |z
definiert. Erste Aufgabe: gilt die Aussage
span{mi, mo} = span{ms, ma}?

Klarerweise gilt ms = m; + msy und auch my = mg — my (Skizze). Damit ist
auch 2m, = m3 —my und 2msy = ms + my. Aus Division durch 2 folgt, dass die
Aussage wahr ist.

Zweite Aufgabe: gilt die Aussage

span{my,ms} = span{msa, m4}?

Nach eben Gezeigtem gilt ms = 2mo — my4 und damit m; = mg — mg = 2meg —
my — Mo = Mg — My, was man aber auch gleich hétte sehen konnen. Umgekehrt
gilt klarerweise mo = mg — mq und myg = ms — 2my.

3.4 Basis; Dimension

Offensichtlich ist ein minimales Erzeugendensystem aus linear unabhéngigen
Vektoren beschaffen, sonst wére es nach vorherigen Betrachtungen nicht mini-
mal. Die Anzahl dieser Vektoren ist nur vom Unterraum abhéngig und heifit die
Dimension des Raumes, im Beispiel der Vektoren aus dem R? ist die Dimension
also 2.

Minimale Erzeugendensysteme werden kiirzer als Basis bezeichnet (von die-
ser ,,Basis“ ausgehend, ldsst sich ja alles in dem Raum durch Linearkombina-
tionen eindeutig erstellen/darstellen). Die Eindeutigkeit der Darstellung folgt
(siche Beweis in der Anleitung/Skript) iiber Beweis durch Widerspruch.

Welche Dimension hat der Raum

span{mzi, ma, mg, my}?

Auch dieser Raum hat die Dimension Zwei, da nach Vorherigem z.B. ms und
my sich mittels Linearkombinationen von mj; und ms ausdriicken lassen, und
die beiden Funktionen mj,mo linear unabhéngig sind, da die Auswertung an
den Punkten +1 die offensichtlich linear unabhéngigen Vektoren

_ (ma(=1)) _ (-1 _ (ma(=1)) _ (0

Ml = (ml( 1)> = < K und MQ = mz( 1) =11
ergeben. Als Basen kommen nach den vorherigen Betrachtungen (und einer
kurzen Uberlegung, dass keine der Funktionen aus einer der anderen mittels
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einer Skalierung hervorgegangen sein kann) unter anderem die vier folgenden
Basen in Frage:

(m1,m2), (mg,m4)7 (ml,mg), (m27m4).

Der Begriff der Basis zeigt auf, dass eigentlich alle ,,abstrakten* endlichdi-
mensionalen reellen Vektorrdume (oder Betrachtungen , abstrakter reeller Vek-
torrdume, die nur Untervektorrdume, erzeugt mittels endlich vieler Vektoren,
benétigen) sich durch den R™ beschreiben lassen, wobei n die Dimension des
Vektorraumes ist. Das ist der Fall, da man dann zu den Vektoren gebildet aus
den Koeffizienten, die notig sind, um die Vektoren in einer gewéhlten Basis
darzustellen, iibergehen kann.

Als Beispiel betrachte man die (sogenannten Legendre-)Polynome

Py(z) :==1, (115a)
Py(z) =z, (115b)
Py(x) = %(33:2 — 1), (115¢)
Py(z) = %(5@«3 ~32). (115d)

Diese sind linear unabhéngig und bilden eine Basis des Unterraumes P3 der
Polynome vom Héchstgrad drei. Wir kennen bereits aus der Vorlesung die Basis
der Monome

P3 = span{l, x, 2%, 2%},
welche ja gerade in Form von Linearkombinationen in den Polynomen resul-
tieren. Wir zeigen, dass beide Funktionssédtze linear unabhéngig sind, und das
beide eine Basis desselben Raumes bilden.

Um zu zeigen, dass die Monome bis zur Potenz k = 3 eine Basis eines
Raumes der Dimension & + 1 = 4 bilden, widhlt man am Besten £k + 1 = 4
verschiedene Punkte, hier wihlen wir einfach z; = j € {1,2,3,4} und erhalten
durch Einsetzen aus der allgemeinen Forderung (beliebiges 2 € R im Sinne von
fiir alle z € R giiltig) der linearen Unabhéngigkeit

ap-l+a;-z4+ay-2°+a3-2°=0 = ap=a,=as=a3=0
die spezielle Forderung (j =1,...,4)

060'1+041'$j+042'37?+063'$?:0 = o=ay=ay=0a3=0,
welche auf ein Gleichungssystem

ag-1l4+a;-14+as- 1+ag- 1=0,
ap-l4+ar1-24+02 44a3- 8=0,
ag-1l4+a;-34+as- 94+ as-27=0,
a0'1+a1~4+a2~16+a3~64:(),

mit der eindeutigen Losung a; =0, j = 0,...,3 fiihrt. Beweis: Subtraktion der

ersten Gleichung von allen anderen fiithrt auf das Gleichungssystem
050'1+041'1+Ot2' 1+043' 1:0,
()40'04-&1‘].—"-0[2' 3+C¥3‘ 7:0,
ag-04+a1-24+as- 8+asg-26=0,
ag-0+a1-3+as-15+a3-63=0.
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Erneute Subtraktion des Zweifachen der neuen zweiten Gleichung von der neuen
dritten Gleichung und des Dreifachen der neuen zweiten Gleichung von der
neuen vierten ergibt das Gleichungssystem

()[0'1—|—O(1'1—|—042'1+O[3' 120,
Oé0'0+051'1+042'3+0t3' 7:0,
a0~0+a1'0+a2~2+a3~12:0,
ag-04+a1-04+as-6+as-42=0.

Subtraktion der vorletzten Zeile multipliziert mit 3 von der letzten Zeile ergibt
das ,,dreieckige” Gleichungssystem

Oto'1+051'1+042'1+0t3' 1:0,
0[0'0+()41'1+C¥2‘3+O[3' 7:0,
a0-0+a1-0+a2~2+a3-12:0,
a0-0+a1-0+a2~0+a3- 6=0.

Nun solte jeder die eindeutige Lésung a; =0, j =0,...,3 mittels ,Riickwérts-
einsetzen® ablesen kénnen. Anmerkung zu diesen Rechnungen: Das wird spéter
alles nochmal sauber, etwas abstrakter und, vor allem, algorithmischer behan-
delt, die Schlagworte dazu sind dann ,,das Gaufische Eliminationsverfahren* und
»die LR-Zerlegung®. Hier sollte nur einmal ,,auf die harte Tour“ gezeigt werden,
wie man lineare Unabhingigkeit nachweist. Dieser Weg ist derjenige, der im
Zweifelsfall (bei guter Wahl der Auswertungsstellen) immer funktioniert.
Genauso kdnnte man es im Falle der oben angegebenen Legendre-Polynome
machen. Allerdings ist es schneller zu zeigen, dass alle Linearkombinationen, die
man mit den Monomen bekommt, auch im Falle der Legendre-Polynome berech-
net werden kénnen. Dazu zeigt mann, dass man aus den Legendre-Polynomen
die Monome basteln kann. Die ersten beiden Basisfunktionen sind identisch, also
ist dort nichts zu zeigen. Das zweite Monom (die dritte Basisfunktion z?) lisst
sich eindeutig mittels des nullten und zweiten Legendre-Polynomes schreiben,

2 1 2 1 1
2 2
=Z.p S Pa)=2--(B2 1)+ =1
t =3 2(90)+3 o () 3 2( x )+3
das dritte Monom lésst sich eindeutig mittels des ersten und dritten Legendre-

Polynomes schreiben,

2 3 2 1 3
3:32B-Pg(x)—Fg-Pl(a:)=3~§(5x3—3x)+5-x.
Damit lédsst sich jede Linearkombination
3 .
p(z) = apr’ + gzt + ana? + aza® = Z oz’
j=0

der Monome sofort auch als Linearkombination der Legrendre-Polynome schrei-
ben, es gilt

p(x) = agPo(x) + a1 Py (x)+

o (§ Py() + % -Po(x)> +as (? Py(z) + g - Pl(ac)) (116)
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oder

3
p(z) = BoPo(w) + B1Pi(x) + B2 Pa(w) + BaP3(z) = Zﬁij(x)
=0

mit
1
Bo = ap + 392, (117a)
3
pr =01+ 503, (117b)
2
ﬁg = gag, (1176)
2
B3 = 5 as. (117d)

Dadurch, dass man eine bekannte Basis mit anderen Kandidaten (damit laut
Invarianz der Dimension gleicher Anzahl an Vektoren) fiir eine Basis ausdriicken
kann, gewinnt man die Information, dass es sich um eine andere Basis desselben
Raumes handelt. Dieser Weg ist oft (insbesondere mit mehr Erfahrung) der
schnellere.

Egal, ob man nun die vier Zahlen «j, j = 0,...,3, oder dquivalent dazu, 3;,
j=0,...,3, verwendet, kann man sich ganz im R* wihnen. Die Summe zweier
Funktionen und das skalare Vielfache von Funktionen (die Funktionen werden
hier als Vektoren gesehen) ist nichts anderes als die Addition zweier Vektoren
und das skalare Vielfache von Vektoren im R?*. Sei ein Polynom beschrieben
durch Wahl von {aj}?:(), ein zweites durch Wahl von {dj}?:& Als Beispiel
nehmen wir

p(z) = 0+ 1z 4 222 + 323

und
plx) =1+ 12+ 12?2 + 123,

beschrieben in der Basis der Monome durch die Vektoren

0 1
1 - 1
a=151> und &= 1
3 1

des R*. Die Summe der beiden Polynome ist
(p+p)(x) =1+ 2z + 322 + 42®,
entspricht also in der Basis der Monome dem Vektor

0

= N
I
Q
+
joN
I

W N =
+

_ == =

des R%. Das skalare Vielfache eines Polynomes, z.B. das Zweifache des ersten
Polynomes ergibt das Polynom

(2p)(x) = 0 + 2z + 42 + 62°
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mit dem Vektor der Koeffizienten in der Basis der Monome

0 0
2 1
1| =272
6 3
Genauso ergeben die Vektoren aus den Koeffizienten {3, ?:O eine Darstellung,

als R*, der Summen und skalaren Vielfachen, mithin aller ,, Vektoren“ (Polynome
vom Héchstgrad 3) aus dem Vektorraum.

3.5 Skalarprodukte: Winkel & Lingen

Motiviert aus den letzten Beobachtungen hat man bei zwei Vektoren ja (fast)
immer eine dquivalente Darstellung des aufgespannten Raumes als R?, also als
Ebene. Dort, wie auch im R?, welcher aus drei (linear unabhingigen) Vektoren
gebildet wird, hat man aber in natiirlicher Weise ein Skalarprodukt, welches dort
iiber die ,Langen“ der , Vektoren* und den ,, Winkel“ zwischen ihnen gegeben
ist. Was die Interpretation als Vektorraum angeht, so gibt es keinen Unterschied
zwischen dem ,normalen® R3 und einem Raum z.B. aus den linear unabhingigen
Funktionen 1, z, 2 gebildet.

Hier geht man den umgekehrten Weg. Man kann ja in einfacher Weise ,,das“
Skalarprodukt im R? und R3 analog auf den R™ verallgemeinern, indem man
die dquivalente Beschreibung in Komponenten verwendet, ndmlich

(x,y) == ij - Yj (118)

Man {iiberzeugt sich schnell, dass dabei die , wesentlichen“ Eigenschaften er-
halten bleiben. Welche Eigenschaften Mathematiker nach langer Forschung als
,wesentlich“ herausgearbeitet haben, findet sich weiter unten.

Man kann jetzt umgekehrt wieder eine Lénge und einen Winkel zwischen
allgemeinen Vektoren beziiglich dieses Skalarproduktes definieren. Im Anschau-
ungsraum R? galt ja, dass die Linge eines Vektors beschreibbar war (dank des
Satzes des Pythagoras) mit dem Skalarprodukt wie folgt,

Nun definiert man eine Lénge als die Wurzel dieses Skalarproduktes mit sich
selbst,

(119)

Nun kann man, wenn man den Raum der Polynome vom Héchstgrad 3 wieder
als Beispiel heranzieht, ja anscheinend zwei verschiedene ,,Skalarprodukte® auf
diesem iiber das entsprechende Skalarprodukt des R* in der ,a“-Form oder in
der ,,0“-Form definieren.
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Das erste ,,Skalarprodukt* wiire gegeben fiir die Verwendung des ,, Standard “-
Skalarproduktes in der Monombasis,

3
(D DYPy0 = (O, @)Ey = > 5
§=0

Das zweite ,,Skalarprodukt® wére gegeben fiir die Verwendung des ,,Standard“-
Skalarproduktes in der Legendre-Polynom-Basis,

3
<p715>P3,[i = <ﬁ7ﬂ~>]R4 = Zﬁ]g]
=0

Durch die Beschreibung der 8 in Abhiingigkeit von den « in Gleichung (117)
sieht man schnell, dass im Allgemeinen fiir ap # 0 oder ag # 0 sofort

<p7 ﬁ)PS.a 7é <p7 ﬁ>733,ﬁ

folgt. Zum Beispiel liefern die beiden Skalarprodukte verschiedene Ergebnisse,
wenn ¢ =p=p mit g = a1 = ag =0, as = 1 gilt, also das Skalarprodukt des
Polynomes

q(z) = 2”
mit sich selber berechnet werden soll. Die Koeffizienten in der Monombasis sind
gegeben, die in der Legendre-Polynom-Basis berechnen sich zu

2

Bo= . pi=o, =2, By=0.

g:

2 2
(0P =1 # g = (;) + (;) =0, Q)P 5

Die Frage, die sich jetzt stellt, ist, was wollen wir denn nun fiir ,,Skalarprodukte®
als ,echt“ zulassen?

Im Fall des R? wurden ja aus der Definition {iber Linge und Winkel mehrere
Eigenschaften hergeleitet, die gerade nétig waren, um die kiirzere Berechnung
und damit Verallgemeinerung auf den R™ zu ermdglichen.

Allgemein fordert man von einer Abbildung

Es ergibt sich

() :VxV R

die folgenden vier Eigenschaften (u,v,w € V, A € R),

(u+v,w) = (u,w) + (v,w), (Linearitét)
M u,v)y = X (u,v), (Homogenitét)
(u,v) = (v,u), (Symmetrie)
(v,v) >0 VYveV, v#0. (Definitheit)

Sind alle vier Forderungen erfiillt, so bezeichnet man die Abbildung als Skalar-
produkt.
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Am problematischsten ist die vierte Forderung. Um nachzuweisen, dass eine
Abbildung (positiv) definit ist, muss gezeigt werden, dass sie fiir jedes Argument
ungleich Null positiv ist. Dazu versucht man héufig, die Abbildung als Summe
von Quadraten zu schreiben. Ein dafiir niitzlicher Trick sei am Beispiel der
Funktion

g(x,y) = 42 — Ty + 49°
vorgefiihrt. Es wiire (binomische Formeln) kein Problem gewesen, den Ausdruck
als einen quadratischen Term zu schreiben, wenn dort statt der —7 eine £8 ge-
standen héitte. Allerdings kann man versuchen, die beiden binomischen Formeln

bi(x,y) = (22 4 2y)? = 42 + 8xy + 4y* > 0

und
bo(z,y) i= (22 — 2y)? = 42? — 8zy + 4y> > 0

herzunehmen und eine Mittelung zu finden, so dass

g(xa y) = albl(xa y) + a2b2($7 y)
gilt. Diese Mittelung kann man aus dem Gleichungssystem
a1+ ag= 1
8041 — 8042 =7

berechnen, es gilt

1 15
_E>O’ as = — >0,

a 16

und damit

1 15
= (224 2y)%2 + = (22 — 2¢)% > 0.
g(x,y) 16(af+ y)+16(w y) =0

Jetzt bleibt zu zeigen, dass der Fall g(z,y) = 0 nur fiir = y = 0 eintreten
kann. Klarerweise ist g nur dann Null, wenn beide Ausdriicke in den Klammern
gleich Null sind, also wenn das Gleichungssystem

2x4+2y =0
20 — 2y =0

erfiillt ist. Die eindeutige Losung ist aber gerade z = y = 0.

Nun kénn(t)en wir zeigen, dass die beiden vorher ,,Skalarprodukte® genann-
ten Varianten ,a“ und ,3“ echte Skalarprodukte gem#fl der obigen Definition
sind.

Jeder, der an etwas Ubung interessiert ist, teste fiir beide Varianten alle vier
definierenden Eigenschaften. Fiir die Neugierigen und Denkfaulen hier ein klei-
nes Resultat, welches nicht Bestandteil der Anleitung ist, und diesen Aufwand
vermeidet:

LEMMA 1: Seien V und W isomorphe Vektorrdume, d.h. es gebe eine bijektive
Abbildung (einen ,Isomorphismus®) T :V — W mit

Tu+v)=Tw)+T(v) YuveV, (Erhalt der Linearitit)
TA-v)=X-Tw) VIeR, Vvel (Erhalt der Homogenitét)

Sei ein Skalarprodukt (-, -)w in W definiert. Dann definiert
(w,0hv = (T(w), T(0))w (120)

ein Skalarprodukt in V.
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BEWEIS. Die Linearitét und die Homogenitét folgen aus der Kombination der
Linearitdt und Homogenitdt des Skalarproduktes im Vektorraum W und des
Isomorphismus T'. Zuerst die Linearitét, es gilt

(u+v,wyy =(T(u+v), T(w)w = (T(u) +T(v), T(w))w
= (T(u), T(w))w + (T(v), T'(w))w
= (u,w)y + (v, w)y.

Nun die Homogenitét, es gilt

-y = (TO- ), T = (A Tw), Tw))w
=A(T(uw), T()w =X {u,v)v.

Die Symmetrie folgt aus der Symmetrie des Skalarproduktes in W,
(u,v)y = (T(u), T(w)w = (T(v),T(w)w = (v;u)v.

Die Definitheit folgt aus der Definitheit des Skalarproduktes in W und der
Bijektivitdt von T, es gilt zumindest (zur besseren Unterscheidung bezeichnen
wir hier die Nullemente/Nullvektoren/Nullfunktionen mit 0y € V und Oy € W)

(w,v)yy = (T (), T())w >0 VT(v)#0w € W.

Da aber Oy = T~ !(0y) aufgrund der Vektorraumisomorphie gilt, ist das Null-
element Oy von V der einzige Vektor, der im Skalarprodukt mit sich selbst Null
ergibt. O

Ein Beispiel eines anderen (fiir Funktionenrdaume typischen) Skalarproduktes
ist durch L
)= [ Pl ds (121)
-1
gegeben. Seien die zugrunde liegenden Funktionen wieder die Polynome vom
Hoéchstgrad drei (welches die Existenz sédmtlicher Integrale sichert). Die Linea-
ritdt im ersten Argument folgt aus der Linearitit des Integrales,

(p+1q) = / (p(x) +r())q(z) da

_11 1
- / Do) de -+ / r(@)a(o)do = (p.0) + (ra)

Die Homogenitét im ersten Argument folgt aus der Homogenitéit des Integrales,

1
A-prg) = / (- p(a))g(z) de

-1

1
= [ plalata)de =2 pea)
Die Symmetrie folgt sofort aus der (punktweisen; d.h. fiir alle € R giiltigen)
Symmetrie der Multiplikation zweier Funktionen.

Die Definitheit folgt aus der Beobachtung, dass das (elementweise) Produkt
eines Polynomes vom Hoéchstgrad drei mit sich selber eine nichtnegative Funkti-
on (sogar wieder ein Polynom) ist, die (Fundamentalsatz der Algebra) hochstens
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6 Nullstellen hat oder die Nullfunktion (das Nullpolynom) ist. Damit ist das In-
tegral fiir alle Nichtnull-Polynome echt grofler als Null.

Hat man ein Skalarprodukt gefunden, so definiert man eine Pseudoléinge,
eine sogenannte Norm eines Vektors, als die Wurzel dieses allgemeinen Skalar-

produktes mit sich selbst,
] == v/ {z, z). (122)

Die Normen bzgl. des ,,a“-, ,,5“- und Standard-Skalarproduktes (121) fiir Poly-
nome vom Hochstgrad drei am Beispiel des Polynomes

sind also

lglla = (¢, @)ps, = V1-1=1,

s = twairs = (3) + (3) = Y%

1 571
2
= = 2, 2d = L: = —
lally = (a,a) /I vde=|F| =

-1

also alle verschieden. Je nach Art der ,Léngenmessung” ergibt sich eine an-
dere nichtnegative GroBle. Aus der Definitheit aller Skalarprodukte folgt aber
bereits, dass alle Normen entweder gleichzeitig gleich Null oder ungleich Null
sein miissen.

Aus den vier algebraischen Forderungen an ein Skalarprodukt und die Defi-
nition der ,zugeordneten“ Norm als Wurzel des Skalarproduktes eines Vektors
mit sich selbst folgt bereits die Giiltigkeit der CSU (Cauchy-Schwarzsche Unglei-
chung). Damit lassen sich jetzt in strikter Analogie Winkel zwischen Vektoren

definieren,

(v, w)

cos(Z(v,w)) : (123)

o]l
Aus dem Beweis der CSU ist klar, dass man dabei nicht die Normen und Ska-
larprodukte mischen kann.

Damit definiert ein gegebenes Skalarprodukt bereits in eindeutiger
Weise ,,Lingen“ (Normen) von Vektoren und Winkel zwischen zwei
Vektoren.

Insbesondere kann man jetzt von orthogonalen/senkrechten Vektoren im all-
gemeinen Vektorraum sprechen, im Hinterkopf hat man dabei immer ein ge-
gebenes Skalarprodukt. So sind die Monome vom Hoéchstgrad 3 z.B. im o
Skalarprodukt paarweise orthogonal und die angegebenen ersten vier Legendre-
Polynome im ,,5“-Skalarprodukt paarweise orthogonal.

Wir berechnen hier spafleshalber die drei definierten inneren Produkte von
Py(z) = 1 und Py(z) = 3(32% — 1). Die Darstellungen in der Monom-Basis ist
durch
-1/2

0
3/2 |
0

a(Py) = , a() =

oSO oo
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die Darstellung in der Legendre-Polynom-Basis durch (sic)

B(Fy) = , B(P) =

oo o
o= O O

gegeben. Damit ergeben sich die drei Skalarprodukte zwischen Py und P, wie
folgt,

N\ [-1/2
0 0 1
<P05P2>733,a - < 0l 3/2 - _57
0 0
1 0
0 0
<P07P2>7)3,5 = < 0 5 1 > =V,
0 0
1 1 1 1
1 2 2 .

Also sind die beiden Legendre-Polynome Py und P, beziiglich der beiden letzt-
genannten Skalarprodukte orthogonal. Das die Legendre-Polynome beziiglich
des zweiten Skalarproduktes paarweise orthogonal sind, ist trivial2. Wie sieht es
mit dem iiber das Integral definierten Skalarprodukt aus? Sind dort auch alle
Legendre-Polynome paarweise orthogonal zueinander? Ja. Der Beweis ist ge-
trennt (Symmetrie-Eigenschaft des Skalarproduktes) in die Skalarprodukte mit
dem Legendre-Polynom P,

1 11!
(Po, P1) = / 1-zde = [xQ] =0,
1 2],
(Po, P2) =0, (wie eben bereits gezeigt)
| 15, 3,5\
Py,Ps)= [ 1 -=(52®—3x)de = |- (2" — Sa? =0
op) = [ 1 g6 - = |5 (30 50)] o
die noch nicht erfassten Skalarprodukte mit dem Legendre-Polynom P,

1 1
1 1/3 1
P, Py) = =3z —1)dx = | = Sat — Za? =
(Py, Py) /117 2(33: ) dx {2 (4x 5% ﬂ_l 0,

<131,133>=/1 xé(5x3—3x)dx= [;(x5—x3)r =0,

—1 —1

und zu guter Letzt das noch nicht erfasste Skalarprodukte mit dem Legendre-

2trivial (adj., Mathematik): Sich meist nur durch langwierige und nicht sehr lehrreiche
Rechnungen zeigen lassend. Diese werden dann oft dem geneigten Leser iiberlassen. Niemand
weifl heutzutage, warum der Leser dabei geneigt sein muf.
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Polynom Ps,

1
5(5:53 —3z)dz

(P, P3) = /1
/1 1
)

Damit ist gezeigt, dass die Legendre-Polynome P, ..., P; eine Orthogonal-
basis des Raumes der Polynome vom Hochstgrad 3 beziiglich des Integral-
Skalarproduktes darstellen. Ausblick: Woher bekommt man (falls es solche gibt)
wo etwas wie Legendre-Polynome hoheren Grades (also solche, die zu allen vor-
herigen Polynomen orthogonal sind)?

(152° — 142> 4 3x) dx

»Jk\*—‘ I\DH—‘

4 Anleitung vom 13.12.2007

Themen dieser Anleitung: Normen, Metriken, lineare Gleichungssysteme, Losung
linearer Gleichungssysteme mit dem Gauf-Algorithmus, Untervektorrdume (Re-
prise), Orthonormalbasen, Orthogonalisierung nach Gram und Schmidt, lineare
Mannigfaltigkeiten.

4.1 Normen & Metriken

Wir haben bereits gesehen, dass man in einem gegebenen Vektorraum V' (Er-
innerung: Was ist ein Vektorraum? — 8 Axiome) mit einem gegebenen Skalar-
produkt (-,-) (Erinnerung: Was ist ein Skalarprodukt? — 4 Axiome) so etwas
wie Léngen definieren kann, ndmlich die dem Skalarprodukt zugeordnete Norm

[0l += /(v v). (124)

Nun macht es auch Sinn, in einem Vektorraum ohne Skalarprodukt auch so
etwas wie Langen zu haben, dann kann man namlich anfangen, von Gréfle und
Minimierung zu sprechen. Dazu muss man sich einigen, was man unter einer
solchen (allgemeinen) Norm verstehen mochte. Es hat sich herausgestellt, dass
drei Eigenschaften der von einem Skalarprodukt abgeleiteten Normen wichtig
sind. Das fithrt auf die folgende Begriftbildung.

Eine Abbildung eines Vektorraumes V nach R,

V—-R
dE k 125
R o (125)
heifit eine Norm, wenn fiir v,w € V, A € R gilt
ol =0 v =0, (Definitheit)
Aol = [A]- [, (Homogenitét)
lv +w|| < |lv|| + [Jw]- (Dreiecksungleichung)

Mit solch einer Norm hat man dann die Moglichkeiten, Dinge zu vergleichen
und damit ein Instrument um den ,optimalen“ Vektor fiir eine gegebene Pro-
blemstellung beziiglich der gewéhlten Norm herauszusuchen.
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Bekannte Normen, die nicht direkt von einem Skalarprodukt stammen, sind
die sogenannten Hélder-Normen oder p-Normen,

n 1/p
]y := (Z x#’) , p=1, zeR™ (126)
=1

Im Limes p — oo erhélt man die Maximumnorm

Jefloo = max|a|. (127)

Diese wird héiufig verwendet, ebenso die 1-Norm (Summennorm)

Izl = |ail (128)
=1

und die zu dem Euklidischen Skalarprodukt gehérige 2-Norm (Euklidische Norm)

2]z =

Z|$z|2 = /{z, ). (129)

Im aktuellen Aufgabenblatt 4 sieht man den Sinn der Forderung p > 1 in der
Definition der Holder-Normen, siehe die erste Aufgabe, erster Teil. Der zweite
Teil dient dazu, sich mit allgemeineren Wegen vertraut zu machen, eine Norm
zu definieren und hilft gleichzeitig die drei Normenaxiome zu iiben.

Normen werden verwendet, um Absténde zu messen, dazu misst man einfach
die Lénge der Differenz zweier Vektoren, berechnet also eine Distanz d geméf

d(z,y) = ||z = yll. (130)

Solche ,, Distanzfunktionen“ d(-, -) gibt es auch ohne Normen (ganz zu schweigen
von Skalarprodukten). Wenn eine Abbildung

VxV—-=R
: 131
A (181)
die folgenden drei Eigenschaften (fiir alle z,y,z € V)
dlz,y) =0z =y, (Definitheit)
d(z,y) = d(y,z), (Symmetrie)
d(z,y) < d(z,z) +d(z,y), (Dreiecksungleichung)

hat, so spricht man von einer Metrik. Anschaulich kann man damit

e Punkte als gleich (Abstand Null) oder verschieden (Abstand ungleich Null)
identifizieren, das entspricht der Definitheit,

e den Abstand zweier Punkte definieren, da der Abstand von z zu y gleich
dem Abstand von y zu x ist, das entspricht der Symmetrie,

e Abstinde durch Summen von Abstinden beschrinken oder zeigen, dass
Umwege zu langeren Wegen fithren, das folgt aus der Dreiecksungleichung.

Wir betrachten im Ubungsblatt 4 keine Metriken.
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4.2 Lineare Gleichungssysteme

Wir haben schon gesehen, dass Gleichungssysteme gebildet aus Forderungen an
Linearkombinationen, also z.B.

a 1171 +a 1222+ -+ a 12T =b 1,

@211+ @ 22%3 + -+ @ 2,Tn = b g,

am1T1 + AmaZ2 + - - + AppTn = bm7

oft auftreten. Beispiele dazu sind Geraden- und Ebenengleichungen, auch die
Untersuchung der linearen Unab- oder Abhingigkeit von Vektoren (siehe das
Beispiel mit den Legendre-Polynomen) fithren auf solche Gleichungssysteme.
Nun kann es (im Wesentlichen) drei verschiedene Moglichkeiten geben, wie-
viele Vektoren z € R™ Losungen sind. Diese drei Moglichkeiten zeigen wir hier
einmal exemplarisch, dann in allgemeiner Darstellung.
Erste Moglichkeit: Es gibt keine Losung. Beispiel (m =n =1):

0“%1:1.

Allgemeiner: Wenn der Vektor b € R™ der rechten Seite nicht im von den
Spaltenvektoren a* € R™,

Qa1j
7 a2; m .
@l = : eR™, j=1,...,n (133)
Amj
aufgespannten Raum
A :=span{a',a® ... a"} (134)

liegt, dann gibt es keine Losung. Dieses sieht man ein, da ein Gleichungssystem
der obigen Gestalt ja eine Linearkombination der Spalten ist, also

b=a'z +a*za+ - +a"z, = Zajxj =: Azx. (135)
j=1

Wenn b im Raum A der Spaltenvektoren liegt, nennt man das Gleichungssystem
,,konsistent .
Zweite Moglichkeit: Es gibt genau eine Losung. Beispiel (m =n = 1):

1’%1:1.

Allgemeiner: Wenn der Vektor b im Raum A der Spaltenvektoren enthalten ist
und die Spaltenvektoren linear unabhingig sind. Beweis: Seien zwei Losungen
2! und 22 gegeben. Wir wollen zeigen, dass dann z! = 2 gilt. In der Sicht als
Linearkombinationen gilt

b=> dai=Az", i=12 (136)
j=1
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Subtraktion fiihrt auf

O—Zaja: —Zajx —Z ajx —al2? :iaj 37 —a: (137a)
j=1 Jj=1

= A;v — A2® = A((El — x?). (137b)
Damit haben wir einen Vektor y := z! — 22 gefunden, der die linear unabhingi-

gen Spaltenvektoren linear zur Null kombiniert,

Ay = Azt —2?) = Azt — A2? =b—-b=0 (138)
= Zajyj = Zaj (x; - x?) =0. (139)
j=1 j=1

Da aber die Spaltenvektoren als linear unabhéngig vorrausgesetzt waren, ist der
Vektor y der Nullvektor, damit ist ' = 22 bewiesen.
Dritte Méglichkeit: Es gibt unendlich viele Losungen. Beispiel (m = n = 2):
lzy 4+ 229 = 3,
].5171 + 2(E2 = 3.

Eine Losung ist klarerweise der Vektor

2= (3)-
()

ist eine Losung, die beiden Losungen sind iiberdies linear unabhéngig. Wie vor-
her ist die Differenz

et (1) ()= ()

der beiden Losungen eine Losung vom homogenen Gleichungssystem (d.h., das
Gleichungssystem, wo die rechte Seite identisch gleich Null ist),

Aber auch der Vektor

11‘1 + 2132 == 0,
1z1 + 225 = 0.

Allgemein hat das Gleichungssystem unendlich viele Losungen, wenn die rechte
Seite b im Raum A liegt und die Spaltenvektoren linear abhéngig sind. Da b
im Raum liegt, gibt es zumindest eine Linearkombination um b darzustellen,
woraus man eine Losung x gewinnt. Da die Spaltenvektoren linear abhéingig
sind, kann man immer einen Vektor aus Skalaren finden, so dass diese Skalare
die Spaltenvektoren nichttrivial zur Null kombinieren. Sei dieser Vektor gegeben
als y. Dann ist klar, dass

Ay =0, Ax=0. (140)

Nun ist auch X - y fiir alle A € R ein Vektor, dessen Komponenten die Spalten-
vektoren linear zur Null kombinieren,

AXN-y)=X-Ay=X-0=0. (141)
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Aus diesem Grund nennt man Gleichungssysteme, deren rechte Seite der Null-
vektor ist, auch homogen.
Zusammengefasst gilt dann fiir alle A € R

Al +X-y)=Az+ ) - Ay = Az =D. (142)

Damit haben wir aber unendlich viele Losungen gefunden.

Eine Losung findet man immer, indem man eine Basis von A aus Spalten-
vektoren berechnet und in dieser dann die eindeutige Losung berechnet. Man
kann dann zu dieser Losung jede Losung des homogenen Systems hinzuaddieren
und erhélt wieder eine Losung.

Die Menge aller Losungen des homogenen Systems ist trivialerweise eine
Untermenge des R™, man kann schnell sehen, dass sie sogar ein Unterraum des
R™ ist. Zu iiberpriifen ist die Abgeschlossenheit bzgl. der Vektoraddition und der
Skalarmultiplikation. Seien dazu y,z € R™ Losungen des homogenen Systems
und A € R. Dann gilt

Aly+2)=Ay+A2=04+0=0 (143)
AN-y)=A-Ay=X-0=0. (144)

Damit bildet die Gesamtheit der Losungen eines homogenen Gleichungssystemes
immer einen Untervektorraum des R™.

Falls das inhomogene Gleichungssystem eine Losung hat, gilt nach Satz 3.8
fiir die Menge aller Losungen & eine Darstellung der Gestalt

e Zinhomogen 1 Ehomogem (145)

wobei der Vektorraum Lyomogen der Vektorraum der Losungen der homogenen
Gleichung ist.
Beispiel: Eine homogene Gleichung in drei Variablen (also meist eine Ebene
durch Null),
x1 + 229 4+ 3x3 = 0.

Der Losungsraum hat die Dimension 2 = 3 — 1. Aufgespannt wird der Losungs-
raum durch die beiden Vektoren

-2 -3
yl == 1 ) y2 = 0
0 1
Allgemeiner gilt nach Satz 3.9
dim(Lnomogen) = 1 — dim(A). (146)

4.3 Der Gauf3-Algorithmus

Die Losung von linearen Gleichungssystemen wurde schon vor ca. 2000 Jahren
von den Chinesen beherrscht, die axiomatische Herangehensweise wurde hier-
zulande von Carl Friedrich Gaufl (1777-1855) etabliert und der resultierende
Algorithmus tragt noch heute diesen Namen.

Der GauB3-Algorithmus bietet eine einfache Methode, die obigen Betrachtun-
gen in einen simplen Algorithmus zu packen. Was jeden Ingenieur interessieren
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sollte, ist die Durchfithrung des Algorithmus, da dieser immer wieder benttigt
wird. In der Anleitung verzichten wir auf die Erwdhnung der dahinter liegenden
Theorie.

Die Grundidee hinter dem Algorithmus ist die Transformation der Matrix des
Gleichungssystemes in eine einfachere Gestalt, hier: Dreiecksgestalt. Beispiel zur
Erkldarung, Zahlen in Dreiecksmatrix schreiben, Diagonale ungleich Null, dann
auflosen (vorwiéirts und riickwirts).

Bringen auf Dreiecksgestalt mittels elementaren Umformungen:

e Multiplikation einer Zeile mit Zahlen ungleich Null v; — Av;,
e Addition des Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile v; — v; + Av;,

e Vertauschen zweier Zeilen v; < v;,
e Vertauschen zweier Spalten v’ « v7.

Diese elementaren Umformungen éndern den Rang (die maximale Anzahl linear
unabhéngiger Zeilen, entspricht laut Beweis in der Vorlesung der maximalen
Anzahl linear unabhiingiger Spalten) der Matrix nicht.

Die Verwendung der ersten drei Umformungen fithrt auf Gauf3-Elimination
mit partieller (oder Spalten-)Pivotisierung, die Verwendung aller vier Umfor-
mungen fithrt auf die Gauf-Elimination mit totaler Pivotisierung.

Beispiele ohne, mit Spalten- und mit vollstdndiger Pivotsuche an Tafel.

Klausuraufgaben: Es sind die folgenden drei Vektoren gegeben,

1 0 1
0 -1 0

vi=| gl = R Rl I (147)
-1 0 1

Eine Aufgabe war es, die Aussage

LIst das System vyx + voxy + vsxs = b fiir ein b € R* 16sbar, so ist
es fiir alle b € R* 15sbar.“

zu bewerten. Nun 16st

1
x= |0 (148)
0
sicherlich das Gleichungssystem
V121 + V2x2 4 V3T3 = V1, (149)

also haben wir eine rechte Seite gefunden (v;), fiir die das System sicherlich
losbar ist (wir haben sogar die Losung explizit angegeben). Andererseits ist
aber der Vektor

b:

=)

(150)
0

sicher nicht im Spann der drei Vektoren vy, v und v3 enthalten, da dieser Vektor
auf allen drei Vektoren senkrecht steht (néheres dazu spéter), also existiert keine
Losung fiir dieses b. Damit ist die zu bewertende Aussage falsch.

Eine andere zu bewertende Aussage war
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,Die Menge aller b € R*, fiir die das System vy + voxg + v3x3 = b
16sbar ist, bildet einen Unterraum des R*.«

Nun ist ein lineares Gleichungssystem genau dann losbar, wenn b im Untervek-
torraum aufgespannt von den Spaltenvektoren liegt. Damit ist die Menge aller
b, fiir die das System losbar ist, genau der Untervektorraum, welcher von vy, vo
und v aufgespannt wird. Damit ist die zu bewertende Aussage wahr.

4.4 Funktionenunterriaume

In den Aufgaben tauchen wieder Funktionenriume auf. Funktionenrdume sind
Vektorrdume, deren Elemente (Vektoren) Funktionen sind.

In Blatt 4 taucht der Vektorraum der stetigen Funktionen auf dem Intervall
[a,b] nach R auf, bezeichnet mit Cla,b]. Dieser ist ein Unterraum des Vektor-
raumes der Funktionen f : [a,b] — R, was man schnell einsehen kann, da die
Summe zweier stetiger Funktionen und die skalare Multiplikation einer stetigen
Funktion wieder stetig ist.

In der Aufgabe soll man zeigen, dass eine gegebene Menge ein Unterraum
von Cla,b] ist. Deshalb zeigen wir hier als Beispiel, dass C[a, b] ein Unterraum
des Vektorraumes der Funktionen f : [a,b] — R ist. Dass die Menge der ste-
tigen Funktionen von [a,b] nach R eine Untermenge des Vektorraumes aller
Funktionen von [a, b] nach R ist,

Cla,b] C {f : [a,b] — R}, (151)

ist klar. Also muss nicht mehr die Giiltigkeit aller Vektorraum-Axiome Uber-
priift werden, sondern nur, ob das Ergebnis jeder Vektorraum-Operation (Vektor-
Addition, skalare Multiplikation) wieder in der Untermenge ist.

Eine Funktion f ist stetig in &, wenn (hierbei immer x € D vorausgesetzt)

Ve>035>0: jz—2|<d=|f(z)— f(T)] <e (152)

Sei nun das zu gegebenem e gefundene § der Funktion f mit d¢(e) und das der
Funktion g mit d,(€) bezeichnet. Dann gilt nach der Dreiecksungleichung des
Betrages

Ve>03d744(€) :=min <6f (;e> ,0g <;e)> >0 (153)

|z —Z| < dfyg = (154)

[(f+9)(@) = (f +9)(@)| = |f(z) = f(Z) + g(2) — g(2)] (155)
< f(x) = f@)] +|g(x) —g(7)] <e. (156)

Die skalare Multiplikation einer stetigen Funktion f mit A € R ist auch ste-
tig, denn fiir A = 0 erhalten wir die Nullfunktion, welche stetig ist (J beliebig
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wéhlbar), ansonsten gilt

Ve> 0305, i=dy <;|> >0 : (157)
|£L’ — (i| < 5)\.f = (158)
(A @) =N H@)] =X (f(z) = f(@)) (159)
=[A[-|f(z) = f(@)] <e (160)
<TRT

Genauso muss man jetzt in Blatt 4 die Eigenschaften der Summe zweier Funk-
tionen und der skalaren Multiplikation einer Funktion mit einem Skalar aus R in
dem genannten Raum iiberpriifen. Diese Eigenschaften sind die Stetigkeit und
die stiickweise Linearitéit.

4.5 Orthogonal- und Orthonormalbasen

Sei V' ein Vektorraum mit einem Skalarprodukt. Ein Satz von paarweise auf-
einander senkrecht stehenden Vektoren, von denen keiner der Nullvektor ist
(ergo keiner die durch das Skalarprodukt induzierte Norm Null hat), nennt
man eine Orthogonalbasis. Der ,,Orthogonal“-Teil ist klar, der , basis*-Teil folgt
aus der folgenden Beobachtung. In einer Basis kann man jedes Element eines
Raumes darstellen mittels einer (eindeutigen) Linearkombination der Basisvek-
toren. Die Eindeutigkeit ist zu der linearen Unabhéngigkeit dquivalent, seien
v = Z§=1 ajqj und v = Z?zl ﬁjqj zwei Darstellungen von v in einer OGB
{¢’}%_,. Dann ist nach Subtraktion

k
0="> (o = B))e’. (161)

Jj=1

Wenn die Vektoren {¢ ;?:1 linear unabhéngig sind, folgt, dass alle Skalare vor
den Vektoren gleich Null sind, also die Eindeutigkeit aus

aj =B, j=1,...,k (162)

Ist umgekehrt die Eindeutigkeit gegeben, so sind die Vektoren {q’ }?:1 linear
unabhéngig, was man schnell anhand eines Beweises durch Widerspruch ein-
sieht. Wir nehmen also an, dass die {¢’ ;?:1 linear abhéingig sind. Dann gibt es
eine nichttriviale Linearkombination der Null, also

k
0=> vd, (163)
j=1

wobei mindestens ein 7; ungleich Null ist. Dann ist mit einer gegebenen Dar-
stellung v = Z?Zl aj¢’ auch immer v = Z?Zl B;q?, wobei 3; = a;j +;, denn

k k k

k
YoBid =Y (1) =D i +Y vd =v+0=w. (164)
j=1

j=1 j=1 j=1
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Da mindestens ein ; ungleich dem entsprechenden «; ist, haben wir demnach
zwei verschiedene Darstellungen gefunden. Sei jetzt E die Aussage der Eindeu-
tigkeit, und LU die Aussage der linearen Unabhéngigkeit. Dann haben wir eben
gerade gezeigt, dass aus =LU die Folgerung —F gezogen werden kann, woraus
wir mit E = —(—F) schlieflen konnen, dass

{{-LU = -E}A—~(=E)} = —(=LU)=1LU. (165)

Dieser letzte Schlufl ist in der Logik als Modus (tollendo) tollens bekannt.

Nun zeigen wir, dass sich in einer OGB alle Vektoren eindeutig darstellen
lassen. Dazu nehmen wir eine gegebene Darstellung des generischen Vektors
v eV an,

k
v= Zajqj. (166)
j=1

Jetzt konnen wir zeigen, dass die «; sich bestimmen lassen als Anteile von
Projektionen auf die (Richtung von) Basisvektoren. Es gilt mit dem gegebenen
Skalarprodukt

k k
(@' v) =Y il @) =D il |I” = aillg’ || (167)
=1

j=1

Daraus (man beachte, dass die Normen der Vektoren als ungleich Null voraus-
gesetzt sind) kann man die Skalare {a; };?:1 berechnen geméfl Projektion und
Skalierung (Skalierung ist die Division durch oder Multiplikation mit einen Ska-
lar) zu

J J
oy = _’”2> _ (vdh) (168)
lal[* (e’ ¢7)
Insbesondere berechnen sich damit in eindeutiger Weise die Skalare {v;} ;?:1 aus
einer Linearkombination zu Null alle zu Null,

(@’,0) _ (0,¢%)
Vi = T2 = T =0. (169)
leI> (¢, ¢7)
Damit sind orthogonale Vektoren ungleich dem Nullvektor immer linear un-
abhéngig. Die Anteile in der Darstellung

boy ol am)

(¢, ¢)

k
i=
sind gerade die Projektionen von v in die Richtungen aller ¢/. Der Vektor wird
also gerade in seine Projektionen in orthogonale Richtungen zerlegt. Solche eine
Zerlegung klappt nur, wenn alle Vektoren zueinander orthogonal sind.

Noch einfacher wird alles, wenn eine OGB vorliegt, in der jeder Vektor
beziiglich der durch das gegebene Skalarprodukt gegebenen Norm die ,,Liange*
Eins hat. Solche eine OGB nennt man auch eine Orthonormalbasis (,normal
herrithrend von normiert; ,normiert“ herrithrend von eine fest vorgegebene
Norm, hier Eins, habend). Die Berechnung der Anteile vereinfacht sich dann
zZu

a; = (¢, ), (171)
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d.h., dann gilt

k k k
v="> ;¢ =Y (g v)d =) (v,¢)d (172)
Jj=1 j=1

j=1

Hat man eine Basis (diese kann man aus einem Erzeugendensystem konstru-
ieren, das folgt aus dem Austauschsatz von Steinitz), so kann man versuchen,
aus dieser eine OGB/ONB zu konstruieren. Die Idee dahinter geht zuriick auf
Gram und Schmidt.

Wie verwenden das resultierende Gram-Schmidt Orthonormalisierungsver-
fahren exemplarisch, um rekursiv eine ONB beziiglich des Skalarproduktes

1
(p,q) ::/ p(z)q(x)dz, p,q Polynome (173)

-1

fiir die Polynome zu erzeugen. Als gegebene Basis nehmen wir die Monome.
Das erste (oder, je nach Zdhlweise, das nullte) Monom ist die Funktion

po(z) =1, (174)

welches die Norm (,,Lénge*)

Ipoll = /o, po) = \//_12?0(93)190(15) d = \// Lde = \/la]', = V2 (175)

hat. Teilt man dieses Monom durch seine Norm,

wo(z) = 2@ (176)

so erhélt man einen denselben Raum aufspannenden Vektor mit Norm Eins,

lgoll = V{90, 90) = \//11 (\/;)de = \/Bz]; =1 (177)

Das zweite Monom ist die Funktion

pi(z) = 2. (178)
Dieses ist bereits senkrecht zu qg, da

(q0,p1) = /_l1 %xdw = {2\1@1‘2} 11 =0. (179)

Das zweite Monom hat die Norm (,,Linge*)

”pl:mzwjﬁzd””:ﬂﬂlf : (180)

Damit hat die Funktion
q(z) =4/ -z (181)



die Norm Eins und ist senkrecht zu gg. Damit haben wir bereits eine ONB fiir
den Raum span{1,z}. Nun schauen wir, ob das dritte Monom

pa(z) = 2 (182)

Anteile an den ersten beiden Basisvektoren qq, ¢; hat, wenn ja, ziehen wir diese
ab und normieren danach den Rest. Die Skalarprodukte sind gegeben als
1 1
1, 1, V2
,p2) = —zdr = | —F=z = 183
O B T e (183

(q1,p2) = /11 \/gz?’ dx = Wg“ﬂl =0. (184)

Wir miissen also den Anteil in Richtung ¢y abziehen, der Anteil in Richtung
q1 ist sowieso gleich Null, also sind py und ¢; schon orthogonal. Der bereinigte
Vektor, der keine Anteil mehr an ¢y und ¢; hat, ist demnach gegeben als

_ ., V2 1 , 1
= _— —_— 5 = —77—0: —7,
q2 = p2 <QO,P2>QO <Q1 p2>CI1 T 3\@ z 3

(185)
also (bis auf eine Skalierung um 3/2) durch das Legendre-Polynom P, (definiert
in Gleichung (115¢)). Wir haben bereits gezeigt, dass die Legendre-Polynome
eine Orthogonalbasis bilden, damit ist also ¢» orthogonal zu gy und ¢;. Die Norm

von §s ist
1
_ —— 3u2 —1)2 8 2V10
G2l = v/ (G2, G2) = /1 %dx V&= 15 (186)

Der skalierte Vektor

= ) = (1) = e D
CE =5 10 Y T 9 10 3) " 2vi0.  2v10

hat die Norm Eins und steht auf den ersten beiden Basisvektoren senkrecht,
damit haben wir eine ONB fiir span{1, z, %} erzeugt. So kann man weiter fort-
fahren und damit eine ONB fiir hohere Polynomraume zu konstruieren.

In den Ubungen wird zu demselben Skalarprodukt eine ONB in einem ande-
ren endlichdimensionalen Unterraum des Raumes der Funktionen f : [a,b] — R
berechnet.

(187)

4.6 Lineare Mannigfaltigkeiten

In der Beschreibung verschiedener geometrischer Dinge (Punkte, Geraden, Ebe-
nen etcpp.) und bei der Beschreibung der Losungsgesamtheit von linearen Glei-
chungssystemem tauchen immer wieder ,verschobene“ Untervektorrdume der
Gestalt W = v+ U C V auf. Dabei ist die Notation

v+U:={v+u, uwelU} (188)

zu lesen als die Menge der Elemente, die sich aus der Addition von v € V
und Elementen von uw € U C V ergeben. Wenn v ¢ U ist, so ist diese Menge
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kein Vektorraum. Da man aber einen festen Ankerpunkt (wie bei den Geraden
und Ebenen immer ausgenutzt) hat, und daran angekniipft einen Vektorraum
(linearen Raum), so nennt man diese ,,verschobenen® Unterrdume auch affine
Rdume oder lineare Mannigfaltigkeiten.

Beispiele: Funktionenraum, 5 sin(z) + oy cos(x) 4+ ag tan(z), wobei die Defini-
tionsmenge eingeschrinkt ist auf Punkte, fiir die die Funktionen auch definiert
sind.

Erkennen: Eine lineare Mannigfaltigkeit muss mindestens ein Element ei-
nes Vektorraumes enthalten. Wenn es nur ein Element gibt, hat man als lineare
Mannigfaltigkeit dieses Element als Ankerpunkt und angefiigt den trivialen Vek-
torraum. Damit sind alle v € V' bereits einfache lineare Mannigfaltigkeiten.

Unterrdume U C V von V sind auch lineare Mannigfaltigkeiten, denn als An-
kerpunkt kann man ja den Nullvektor wihlen (aber auch jeden anderen Vektor
aus dem Unterraum).

Wie man gerade gesehen hat, ist dieser ,, Ankerpunkt“ im Allgemeinen nicht
eindeutig. Dieses war aber auch schon bei den Geraden und den Ebenen im R3
bekannt. Z.B. ist eine lineare Mannigfaltigkeit durch

W:{g€R2 ‘ g:(_i’)+(f>A, AER} (189)
{geR2 ] g(_;>+(f>A, )\GR} (190)

parametrisiert. Wenn man erst einmal lineare Mannigfaltigkeiten hat, so ist
jeder mnichtleere Schnitt von zwei linearen Mannigfaltigkeiten (in dem selben
Vektorraum V') eine lineare Mannigfaltigkeit (siehe dazu Satz 2.77). Das ist auch
von den Geraden (ein eventueller Schnittpunkt ist lineare Mannigfaltigkeit) und
Ebenen (eine eventuelle Schnittgerade ist lineare Mannigfaltigkeit) bekannt.

Ansonsten muss man tiiberpriifen, ob alle Differenzen zweier Elemente aus
einer linearen Mannigfaltigkeit W einen Vektorraum U bilden. Lineare Mannig-
faltigkeiten zu erkennen wird in der letzten Aufgabe des Blattes 4 geiibt.

Die Entscheidung findet sinnvollerweise folgendermaflen statt:

1. Teste, ob W C V (wenn V angegeben ist).
2. Teste, ob ein Element w € W existiert.
3. Wiihle ein beliebiges Element v € W aus (potentieller ,, Ankerpunkt®).

4. Beweise/Widerlege, dass U = {w — v,w € W} ein Unterraum von V ist.

5 Anleitung vom 10.01.2008

Themen der Anleitung sind: Metriken; Konstruktion von Orthonormalbasen
nach Gram und Schmidt; lineare Abbildungen; Matrizen, die Matrix-Vektor-
Multiplikation und die Matrix-Matrix-Multiplikation, Matrixdarstellung linea-
rer Abbildungen.
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5.1 Metriken

Metriken sind verallgemeinerte Abstandsmafle. Sie sind gegeben durch Abbil-
dungen, welche zwei Elemente eines Vektorraumes (einer Menge) V nehmen und
einer reellen Zahl zuordnen,

VxV->R
: 191
{ (z,y) = d(z,y) (181)
und die drei Axiome
dlz,y) =0z =y, (Definitheit)
d(, ) = d(y, ), (Symmetrie)
d(z,y) < d(z,2) + d(z,y), (Dreiecksungleichung)

wobei x,y, z € V beliebig, erfiillen.
Viele Metriken lassen sich iiber Normen (von denen es auch wiederum viele
pro gegebenem Vektorraum gibt) mittels

d(z,y) = llz =yl = lly — || (192)

definieren. Wenn eine Abbildung d sich in der Form (192) schreiben 148t, wobei
bekannt ist, dass || - || eine Norm ist, so muss man nicht mehr die drei Metrik-
Axiome iiberpriifen.

Der fiinfte Ubungszettel enthélt Aufgabe 1 zu Metriken, wo zwei Kandidaten
fiir eine Metrik auf dem Raum der Polynome vom Ho6chstgrad Eins vorgestellt
werden.

5.2 ONB nach Gram & Schmidt

Die Konstruktion einer Orthonormalbasis nach Gram und Schmidt wurde be-
reits in vorherigen Abschnitten ausfiihrlich diskutiert. Hier nochmal der Stan-
dardfall der Orthonormalisierung.

Gegeben sei ein Satz vy, vs,...,v, von Vektoren. Gesucht ist eine Ortho-
normalbasis (ONB), die denselben Raum aufspannt. Es seien zum Beispiel die
Vektoren

v = und vy = (193)

— ==
ISR NG
T W N
DD O =

1

gegeben. Nach dem Verfahren zur Orthonormalisierung nach Gram und Schmidt
nimmt man jetzt einen (oft den ersten) Vektor und normiert ihn,

—_

(%1 1

Q= m = ﬁ (194)

— =
— =

Dieser Vektor spannt nun den selben Raum auf wie v1, da er ja nur mittels einer
Nicht-Null-Skalierung aus v; hervorgegangen ist.
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Jetzt verfihrt man iterativ: der néichste noch nicht behandelte Vektor wird
genommen (ein beliebiger Vektor, man kann es sich ja auch leicht machen) und
der Anteil an diesem Vektor senkrecht zu den bereits konstruierten ersten Ba-
sisvektoren der zu berechnenden ONB wird berechnet. Dieser Anteil ist nach
Konstruktion orthogonal zu den vorherigen Basisvektoren. Ist der Vektor gleich
Null, so liegt er bereits im Raum aufgespannt durch die bereits berechneten
Basisvektoren und kann weggelassen werden. Anderenfalls kann man ihn nor-
mieren und erhélt den néchsten Basisvektor. Automatisch werden also orthonor-
male Vektoren erzeugt, die auch gleichzeitig eine Basis des implizit gegebenen
Raumes bilden.

In unserem Beispiel wéhlen wir der Einfachheit halber den néchsten Vektor
vg und ziehen den Anteil in Richtung von ¢; ab, berechnen also die Projektion
von vg in die Richtung von q; gemaf

G2 = v2 — (v2,q1)q1 (195)
1 1 1 1
2 2 111 111
HE _< 312 |1 >2 1 (196)
4 4 1 1
1 1 -3
2 511 11 -1
=3 2|17 2| 1] (197)
4 1 3
Der entstehende Vektor ist jetzt aufgrund von
(q1,G2) = (@1, (v2 — (v2, q1)q1)) = (q1,v2) — (v2,q1) (q1,q1) =0 (198)
——

=1

senkrecht auf ¢;. Dieses kann (und sollte) man zur Kontrolle nochmal nachrech-

nen,
1 -3
111 1] -1 1
i) = ( = - = (-3-1+1+3)=0. 1
1 3

Jetzt wird dieser auf ¢; senkrecht stehende Vektor noch auf Linge Eins normiert
um den néchsten Basisvektor der ONB zu erhalten,

-3
Go 1 -1
= = — 200
=Tl " 2s | 1 (200
3
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Als néchstes wird vz von den Anteilen in Richtung von ¢; und g befreit,

Gremp = V3 — (U3, q1)q1 — (U3, 42)q2 (201)
2 2 1 1
3 31 111 1(1
~ |4 _<4 2|1 >2 1 (202)
5 5 1 1
2 -3 -3
3 1 -1 1 -1
— , —— — 203
< 41’925 1 > 25 1 (203)
5 3 3
2 1 -3
3 71 1 -1
— _ - — V5 204
4 2|1 2v5 | 1 (204)
5 1 3
4 1 -3 0
1 6 1 -1 0
=3 sl -1 =10 (205)
10 1 3 0
Demnach ist vs im Spann von ¢; und g2,
v3 = (v3,q1) 1 + (v3,q2) @2 (206)
~—— N——
€R €R

und hat keine Anteile senkrecht zu beiden Vektoren. Dadurch ist aber vs bereits
im Spann von vy und wve, da ja nach Konstruktion ¢; im Spann von wv; ist,
(¢1 ist eine Nicht-Null-Skalierung von v1) und ¢ im Spann von v; und vy ist,
da nach Konstruktion ¢o eine skalierte Linearkombination von vy und ve, also
eine Linearkombination von v; und v, ist. Damit wird der Raum aufgespannt
durch v1, v und v3 bereits von v; und wve aufgespannt und wir kénnen vg
getrost vergessen. Das hiitte man selbstverstindlich (so man genug Erfahrung
hat) schneller sehen kénnen, da ja vs,

V3 = v1 + V2, (207)

eine eigentlich ganz leicht ersichtliche Linearkombination von v; und v ist.
Bleibt nur noch der Vektor v, iibrig. Wie vorher wird v, von den Anteilen
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an bereits berechneten Basisvektoren befreit,

g3 = va — (V4,q1)q1 — (V4, G2)q2 (208)
1 1 1 1
4 4 111 111
o _< 921 >2 1 (209)
16 16 1 1
1 -3 -3
4 1 -1 1 -1
< 9172y 1]/2v5| 1 (210)
16 3 3
1 1 -3 1
4 1511 5| -1 -1
ol 2] 2 1| -1 (211)
16 1 3 1
Anschliessend wird der so erhaltene aufgrund von
(q1,33) = (q1, (V4 — (va, q1)q1 — V4, G2)q2)) (212)
= (q1,v4) — (va,q1) (@1, q1) —(v4,42) (q1,q2) =0 (213)
S~—— S~——
-1 =0
und
(a2, 33) = (g2, (V4 — (va,q1)q1 — V4, G2)q2)) (214)
= (q2,v4) — (va,q1) (92, 1) —(v4, q2) (g2, G2) =0 (215)
S~—— S~——
=0 =1
senkrecht auf ¢,
1 1
- 111 1
(q1,G3) = <2 117121 > =0 (216)
1 1
und senkrecht auf ¢o,
-3 1
1 —1 -1 1
) = , = (-3+1-143)=0 217
3 1

stehende Vektor ¢s noch normiert, um g3, den letzten Vektor der gesuchten
Orthonormalbasis zu erhalten,

1
q3 1] -1

“= el T2 | (218)
1

Wer es jetzt noch nicht hinkriegt, die Aufgabe zu 16sen, dem ist wahrscheinlich
nicht mehr zu helfen.
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5.3 Lineare Abbildungen

In den Ingenieurwissenschaften treten aufgrund der einfachen geometrischen
Bedeutung hiufig Abbildungen T : V' — W zwischen Vektorrdumen V und W
auf, welche die Eigenschaften

Tw+w)=Tw)+T(w), Yov,weV, (Erhalt der Addition)
TA-v)=X-v, YVoveV,VIeR (Erhalt der Multiplikation)

haben, oder, dquivalent dazu, die Eigenschaft
T(av + fw) = T (v) + BT (w) (Linearitét)

fiir alle v,w € V und fiir alle o, 3 € R haben.

Diese Abbildungen bilden lineare Gebilde, wie Geraden, Ebenen, Riume,
lineare Mannigfaltigkeiten etcpp., auf ebensolche ab. Meist interessiert hierbei
nur der Spezialfall von Geraden, Ebenen usw. durch die Null des Vektorrau-
mes. Die genannten lineare Gebilde werden in diesem Falle mathematisch durch
Untervektorrdume beschrieben. Untervektorrdume haben eine Basis, von denen
sie aufgespannt werden; der Spann ist durch sdmtliche Linearkombinationen der
Basisvektoren gegeben.

Als Beispiel sei eine Ebene aufgespannt von vy,vy € V gegeben, also eine
Menge von Vektoren der Gestalt

¢ ={av; + agvy, ai,as €R}. (219)

Dann ist die Menge aller Bilder von Elementen von € unter einer linearen Ab-
bildung T : V. — W gegeben als

T(QE) = {T(Cvl’l)l + CVQ'UQ) =
O[lT(’Ul) + O[QT(UQ) = Wi + Wz, Q1,09 € R}, (220)

wobei wy := T(v1) € W und wy := T(vy) € W. Wie man sieht, ist auch das
Bild einer Ebene unter einer linearen Abbildung wieder eine Ebene. Gleiches
gilt fiir andere Unterrdume und auch fiir lineare Mannigfaltigkeiten und ist der
Grund, diese Art von Abbildungen als ,linear” zu bezeichnen. Das Wort ,,linear*
taucht hier so oft auf, weil es sich bei dieser Vorlesung um die Vorlesung ,, Linea-
re Algebra“ handelt, und jetzt sollte Thnen klar sein, warum diese so heisst und
womit sie sich befasst (ergo: lineare Riume = Vektorridume, lineare Mannig-
faltigkeiten, lineare Abbildungen = Matrizen, Linearkombinationen usw. usf.;
was Algebra (al-jabr/al-gabr = Ergénzen) ist, und was man damit heute unter
anderem bezeichnet, kommt im néchsten Abschnitt und nie in der Vorlesung).

Lineare Abbildungen haben die schéne Eigenschaft, dass man nur die Wir-
kung der Abbildung auf eine (dann jede) Basis kennen muss, da alles anderen
Werte sich automatisch aus der Eigenschaft der Linearitéit ergeben.

Sei dazu eine lineare Abbildung T : V' — W zwischen zwei Vektorrdumen V'
und W gegeben, und Basis des Raumes V sei vy, ...,v,. Dann last sich jedes
v € V aufgrund der Basiseigenschaft schreiben als

n
v = Zaﬂh‘ (221)
i=1
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fiir gewisse eindeutig gegebene {a; }? ;. Die Bilder der {v;}, unter T', also die
t; :T(Ui) eWw, i=1,...,n, (222)

seien bekannt. Dann gilt aufgrund der Linearitét

n

T(v) = T(Z iv;) = Z oiT(v;) = Z a;t;. (223)

i=1 =1

Die Bilder eines Vektors sind also eine Linearkombination der Bilder der Ba-
sisvektoren. Genauer: die Bilder eines Vektors, erzeugt als Linearkombination
der Basisvektoren {v;}? ; mittels gegebener {a;}?; sind die Linearkombination
der Bilder {t; = T'(v;)}_; der Basisvektoren gebildet mit denselben Skalaren

{ai}ig.

5.4 Matrixmultiplikation I: Vektoren

Eine Matrix ist eine Sammlung von ,zusammengehorigen“ Zahlen der Gestalt

a11 a12 A1n
a21 G2 -+ G2pn mxn

A= . . ) . eR , m,n €N, (224)
Am1 Am2 Tt Amn

Matrizen tauchen primér bei Gleichungssystemen auf. Eine neue Operation Ma-
trix (hier aus R”™*™) mal Vektor (hier aus R™) wird als Linearkombination (aus
GLS) oder als ,,Zeile mal Spalte® eingefiihrt,

a11 a1z -+ Qln X
a21 a2 -+ Q2pn X2

A-x= . . . . . . (225)
Am1 Am2 et Amn Tn

1171 + a12T2 + - - + A1 Tn
a21%1 + A22%2 + ++ - + A2, Ty

= . e R™, (226)
Am1T1 + Am2T2 + -+ AmnTn
aix a2 - QAin €
a21 az2 - A2n x2
A x= . . ) . . (227)
Am1 Am?2 e Amn Tn
a1 ai2 A1n
a21 a22 a2n
= . |=+] . |zt |z (228)
Am1 Am2 Amn

Diese beiden Interpretationen ein und derselben Sache, ndmlich der Matrix-
Vektor-Multiplikation (MVM) sollten fiir alle Zeiten fest im Gehirn verankert
werden.
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Die letzte Deutung, die als Linearkombination, zeigt, dass Matrizen lineare
Abbildungen sind/darstellen, wenn man die Spalten der Matrix als Bilder von
Basisvektoren der Abbildung begreift. Die Matrixmultiplikation (mit Matrizen
der oben angegebenen Gestalt) bildet ja den R™ in den R™ ab, die Basisvektoren
sind dabei die der Standardbasis, die Bilder sind die Spaltenvektoren der Matrix.
Das Bild einer Linearkombination

T1 1 0 0
T2 0 1 :

z=| . |=|.lxzi+|o|lz2+...+ ] |2n (229)
x 0 : 1

3

ist gerade die entspechende Linearkombination der Spalten der Matrix A, ver-
gleiche mit Gleichung (228).

Also stellen Matrizen lineare Abbildungen, besser gesagt, den Prototyp der
linearen Abbildung, dar.

5.5 Matrixdarstellung linearer Abbildungen

Eine lineare Abbildung ist immer durch ihre Wirkung auf einen Satz von Ba-
sisvektoren festgelegt. Damit legen zwei Basen, eine im Urbildraum und eine
im Bildraum eine Reihe von Zahlen (eine Matrix) fest, die die lineare Abbil-
dung beschreibt. Diese Matrix heisst eine der linearen Abbildung zugeordenete
Matrix (beziiglich der gegebenen Basen).

Sei T': V — W linear, die Basis von V durch vy,...,v, gegeben, die Basis
von W durch wy,...,w, gegeben. Nun berechnet man die Bilder ¢; = T'(v;)
der Basisvektoren und stellt diese mittels der Basis w; dar, berechnet also die
Koeffizienten der Linearkombination der wj, die als Ergebnis ¢; ergibt,

ti = a;1W1 4+ 4 Qi Win, - (230)

Die Koeffizienten ergeben dann die Matrixdarstellung Mr der linearen Abbil-
dung T,

aip aiz - QAin
a1  G22 -+ A2pn mxn

Mr = e R™*", m,neN. (231)
Am1 Am?2 e Amn

Als Beispiel sei die Basis von V = R? die Standardbasis,

0 0
ea =11 und e3= (0], (232)
0 1

€1 = )

S O =

und eine lineare Abbildung diff : R? — R? gegeben als

T o
diff | | 22 :(“’2 xl). (233)

T3 — T2

48



Diese lineare Abbildung liefert die diskrete Variante der Ableitung, nédmlich
die Differenzen(quotienten) zu der Funktion x : i — z;, ¢ = 1,2,3. Um eine
Matrixdarstellung dieser ,, Ableitung® zu haben, muss jetzt noch eine Basis im
R? gegeben sein, aus Langeweile und der Einfachkeit halber wihlen wir auch

hier die Standardbasis,
1 0
e1 = (O) und ey = (1> . (234)

Jetzt miissen wir erst die Bilder der drei Basisvektoren e; € R® berechnen,
welche als

diff(e;) = (‘é) diff(es) = (D und  diff(es) = (?) (235)

gegeben sind. Die Darstellung dieser Vektoren in der Standardbasis (sic) steht
ja bereits da, also miissen wir nur noch die Matrix spaltenweise mit diesen
Vektoren fiillen,

-1 1 0
Mdiﬁ—( 0 —1 1). (236)

Damit gilt dann

X1 Mo

—1 1 0 - ;

Mai- | 2 <()_11) 72 (?_?)mﬂm- (237)
s 3 3 2

Standardbasen sind zwar schon, aber selten. Also wéihlen wir im selben Beispiel
als zweite Basis die Orthogonalbasis

@ = G) und g2 = (_1) . (238)

Nun miissen wir die Ergebnisse aus Gleichung (235) noch in dieser Basis dar-
stellen:

aier) = (7p) = -5+ ) (239)

diff(es) = <_1> — @, (240)
diff(es) = ( (1)> = %((h — q2)- (241)

Die Koeflizienten lassen sich ablesen und werden spaltenweise in eine Matrix
geschrieben:

~ 1/-1 0 1
Mdiff—2(_1 9 _1>. (242)

Auch dieses ist eine (dquivalente) Matrixdarstellung, dieses Mal aber zu anderen
Basen (eigentlich nur zu einer anderen Basis, da beide Male die Standardbasis
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im Urbildraum verwendet wurde). Dieses Beispiel wird gleich wieder aufgegrif-
fen.

Die Differentiation von Elementen aus dem Polynomraum II,, ergibt Poly-
nome, deren Grad um Eins niedriger ist, bildet also einen n 4 1-dimensionalen
Raum in einen n-dimensionalen ab, nédmlich in der Raum der Polynome vom
Hochstgrad kleiner n, II,_;. Wir wahlen die Monombasis in beiden Rdumen,
und erhalten als Bilder der Basisvektoren skalierte Monome,

%(xk):k%xk_l, kE=0,1,...,n. (243)

Die Matrixdarstellung der Differentiation von Polynomen beziiglich der Mono-
menbasis ist also durch die Matrix

o 1 o0 --- 0

M%: 0o 0 2 o (244)
: . S ... o O
0 0 0 n

gegeben.

5.6 Matrixmultiplikation II: Matrizen

Abbildungen kann man ,verketten®/, kombinieren“/hintereinander ausfiihren.
Man kann sich schnell iiberzeugen, dass die Verkettung S o T zweier linearer
Abbildungen T und S,

T: VW, S:W->U = (SoT):V -1, (245)

wieder linear ist, also wieder eine lineare Abbildung ist.

Da Matrizen den Prototyp der linearen Abbildung darstellen, kann man die-
se Verkettung von linearen Abbildungen auch fiir Matrizen hinschreiben. Diese
Verkettung ist nur definiert, wenn es einen mittleren Raum gibt, der selbst-
versténdlich eine eindeutige Dimension hat. Seien also zwei lineare Abbildungen
A, B und ihre Verkettung C,

B:R"—-R' A:RFSR™ = (AoB):R"—R"™, (246)
N—_——
=C

durch Matrizen
AeR™F  BeR¥™ und CeR™" (247)
gegeben. Dann kann man schnell aus der Identitét

C-z=A-(B-x) (248)
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durch Einsetzen der Standardbasisvektoren fiir x € R™,

k
ci=C-e;=A-(B-e))=A (b)) =) a;bj (249)
j=1
C1i aip -0 Q1 b
= : : : (250)
Cmi am1 " Gmk bri
g 015 ay1by; + -+ aipbr;
= Z Do by = : (251)
7=\ ak; m1bis + -+ amibig

k
> j=101;bji

- z (252)
Y5 amjbji
die Verkettung oder Multiplikation zweier Matrizen
C:=A-B (253)

einfithren als Matrix gebildet aus der Linearkombination der Spalten von A mit
den Koeffizienten in den Vektoren der Spalten von B. Die Elemente cj; der
Matrix C' sind also durch die Ausdriicke

k
Cj; = Zajlbﬁi (254)
=1

gegeben, graphisch kann man sich diesen Ausdruck als das Skalarprodukt von
der jten Zeile von A mit der iten Spalte von B veranschaulichen (Merkphrase:
,»Zeile mal Spalte®).

Damit ist die Operation ,Matrix mal Matrix* definiert als die Verkettung
zweier linearer Abbildungen, und wurde bereits interpretiert als Matrix mal
viele Spaltenvektoren (zwei Deutungen, siche MVM), oder andersherum als Li-
nearkombinationen der Zeilen der zweiten Matrix, und als Hauptdeutung als
n - m Skalarprodukte (,,Zeile mal Spalte®).

Was als Interpretation noch moéglich und manchmal recht niitzlich ist, ist die
Interpretation als Summe von k dyadischen Produkten, und als absolute Ver-
allgemeinerung, die Blockmatrixmultiplikation. Zur blockweisen Multiplikation
begniigen wir uns mit ein paar Beispielen, eines davon ist dann die Multiplika-
tion interpretiert als Summe von dyadischen Produkten.

Aus der Deutung der Hintereinanderschaltung zweier linearer Abbildungen
ist klar, dass die Dimension des ,,mittleren“ Raumes dabei gleich bleiben sollte,
mit anderen Worten, dass die Anzahl der Spalten der ersten Matrix gleich der
Anzahl der Zeilen der zweiten Matrix sein muss.

Matrizen bilden neben den Vektorrdumen das wichstigste Konstrukt der
Linearen Algebra. Die Menge aller n x n Matrizen zusammen mit der Matri-
zenmultiplikation bilden eine sogenannte (assoziative) Algebra. Eine (assoziati-
ve) Algebra ist ein Vektorraum (hier der Vektorraum der Matrizen, der R™*™
(Warum: Was ist die Addition von Matrizen? Wie definiert man die Skalarmul-
tiplikation mit Skalaren aus R? Zum Abschlufl die 8 Axiome eines Vektorraumes
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iiberpriifen.), in dem eine Multiplikation definiert ist, welche assoziativ ist, also,
fir die
A-(B-C)=(A-B)-C (255)

gilt, und in der die Addition und Multiplikation vertréglich sind, also, wo (da
keine Kommutativitéit vorrausgesetzt wird) zwei Distributivititsgesetze

A-(B+C)=A-B+A-C, (A+B)-C=A-C+B-C (256)

gelten. Dass diese zwei Gesetze anstatt nur einem nétig sind, folgt daraus, dass
fiir n > 2 die Matrixmultiplikation in aller Regel nicht kommutativ ist.

Die Operation ,Matrix mal Matrix* ist auch umgekehrt ausfithrbar, wenn
beide Matrizen quadratisch sind (also die Anzahl der Spalten gleich der Anzahl
der zeilen ist) und beide gleich grofi. In diesem Fall gilt trotzdem meist

A-B+#B-A. (257)

Als Beispiel berechnen wir mal kurz die beiden Produkte der Matrizen

1 2 2 3
(1) 5= (2Y). a5
Die Ergebnisse sind

10 13 11 16
A4-B= (22 29) 7 (19 28) =54 (259)
Selbstverstindlich gilt diese Ungleichheit immer, wenn beide Produkte definiert
sind, aber die Ergebnisse ungleich grof interpretiert als Matrix.

Nun ein kleiner Exkurs zur blockweisen Multiplikation. Man kann Matrizen
in Blocke zerlegen, z. B.

A11 A12 Bll BlZ
A= . B= 260
<A21 Ago Ba1 Bao (260)
und dann (bei passender Blockgrosse) ,,blockweise* multiplizieren,

A-B=:C (261)
A1 Bin+ A1z - Bay Ay Biz+ Az By _ (Cuii Ciz (262)
Cy1 Can)’

Die Blockzerlegung muss dabei nicht in quadratische Blocke oder mit einem
quadratischen Schema von Blocken erfolgen, nur alle auftretenden Produkte
miissen definiert sein. Als Beispiel seien hier die Matrizen

F= (; i) = (%) und G = <i g) = (Gu1 G2) (263)

N (A21 By + Aga - By Azy - Big + Aga - Ba

mit
2 3
= (1 2) , Fo = (3 4) ;o Gui= (4) , G = (5) ) (264)

gegeben. Da F' = A und G = B ist das Ergebnis fiir '-G ja bereits bekannt. Die
blockweise Multiplikation ist moglich, da jedes Mal die Anzahlen der Spalten
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und Zeilen der beiden zu multiplizierenden Matrizen iibereinstimmen und ergibt,
wie nicht anders zu erwarten,

Fi1-Gu Fi1-Gro
F-G= 265
(F21 <G P 'G12> (265)

1\ (2 1\ (3
2/ \4 2)\5

- 3\ (2 3\ (3 (266)
4)\4 1)'\5

(248 3410\ _ (10 13

(6+16 9+20)(22 29)' (267)

Dieses ist die meistgebrauchte Art der Matrixmultiplikation und sollte von jedem
beherrscht werden. Um sich diese Art der Matrixmultiplikation zu merken, muss
man nur die Phrase ,,Zeilen mal Spalten“ behalten. Man sieht hierdurch, dass die
Matrixmultiplikation aus n? Skalarprodukten (oder inneren Produkten) besteht.

Die gewihlten Blocke von F' und G lassen aber auch die umgekehrte Multi-
plikation zu, nédmlich als Summe von n dyadischen (oder &usseren) Produkten,

G- F = (G- Fu+Gor - F) (268)

- (Z) (1 2)+ (‘2) (3 4) (269)

2 4 9 12\ (11 16
_<4 8)+<15 20)‘(19 28)’ (270)

wie nicht anders zu erwarten war. Fiir die Langsamen wird hier jetzt ein dyadi-
sches Produkt zuerst in der Form jedes Element mit jedem Element berechnet:

<‘21)'(1 2):(121:1 i:;):(i 3) (271)

Zeilenweise umgedeutet kann man auch so rechnen:

(o= N-G o). om

Spaltenweise umgedeutet kann man auch so rechnen:

G)ea- () (0)2)-( ) (273

Welchen Rang hat eine Matrix berechnet aus einem dyadischen Produkt zweier
Nicht-Null-Vektoren?

Ein kleiner Exkurs zu dem Beispiel der diskreten Ableitung als linearer Ab-
bildung vom R? in den R2. Wir hatten die beiden Darstellungen

-1 1 0 ~ 1 /-1 0 1
Mdiff—( 0 —1 1>, Mdiff—2<_1 9 _1> (274)

dieser Abbildung zu der Standardbasis im R® und der Standardbasis (Mg;g)
respektive der Orthogonalbasis bestehend aus den Basisvektoren

o= G) und g — (_D (275)
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zur Gewinnung der Matrixdarstellungen verwendet. Schreibt man die beiden
Basisvektoren der Orthogonalbasis in eine Matrix @,

Q:<}_D, (276)

so lasst sich Mg aus Mgig wieder berechnen, indem man von links mit @
multipliziert,

Maig = Q - Mg, (277)

—1 1 0 1 1 1 /-1 0 1
< 0 -1 1) - (1 —1) 2 (—1 2 —1> (278)
Die Matrix Q definiert als
~ 1/1 1 1
Qg@ ;JZQ (279)
leistet Ungewohnliches, indem sie die ,,Abbildung” @ ,,aufhebt“, da

O N B R

Q - Maig = Mais, (281)

0 ) G y)=a@e o) e

Matrizen mit solchen oder #hnlichen Eigenschaften werden uns demnéchst mehr
interessieren und sind danach dann nicht mehr wegzudenken. Frage: Welche
Matrix leistet eine solche ,, Aufthebung® fiir die Matrix @) definiert als

und

Q:=—=0Q, (283)

welche in den Spalten eine ONB (also eine OGB mit zusétzlicher Normierung)
des R? enthélt?

6 Anleitung vom 24.01.2008

Themen der Anleitung sind Kongruenztransformationen, orthogonale Matrizen;
etwas Training und besseres Verstindnis von Matrix-Matrix-Multiplikation (ins-
besondere mit Zeilen- und Spaltenvektoren); ,,die“ LR-Zerlegung mit partieller
Pivotisierung; Regularitéit und Singularitdt von Matrizen; Projektionen auf Un-
terrdume.

6.1 Kongruenztransformationen

Wir haben bereits Abbildungen kennengelernt, welche Vektorraum-Eigenschaften
erhalten, nédmlich die linearen Abbildungen. Die linearen Abbildungen sind ge-
rade die, die lineare Mannigfaltigkeiten auf lineare Mannigfaltigkeiten abbilden,
indem die Vektoraddition und die skalare Multiplikation erhalten bleiben,

T(vy +v2) =T(v1) +T(v2), TA-v)=X -T(v).
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Wir schrinken diese linearen Abbildungen auf solche ein, die einen Vektor-
raum in sich selber abbilden, in der zugeordneten Matrixdarstellung ergeben
sich dann quadratische Matrizen. Jetzt hat ein Vektorraum oft mehr Struktur,
oft ist ndmlich auch ein Skalarprodukt (-, -) in dem Vektorraum V' definiert. Wie
wir bereits in Abschnitt 3.5 gesehen haben, definieren Skalarprodukte Winkel
zwischen Vektoren und iiber die zugehorige Norm so etwas wie Léngen.

Jetzt schrinken wir die wichtige Klasse der linearen Abbildungen (auch
Transformationen genannt) weiter ein, ndmlich auf lineare Abbildungen eines
Vektorraumes (V, +, -, (-, -)) mit Skalarprodukt in sich selbst (sogenannte Endo-
morphismen)

Q: V-V, Q:v—w=Q- v (284)

die die Winkel zwischen zwei beliebigen Vektoren und die Lénge erhalten, also
welche

(Qui,Qua) = (v1,v2) Vv, €V (285)

erfiillen. Diese linearen Abbildungen nennt man Kongruenztransformationen,
die zur gleichen Basis in Urbildraum (gegeben als V') und Bildraum (auch ge-
geben als V') zugehoérigen Matrizen orthogonale Matrizen.

Sind die in den Spalten einer zugeordneten Matrix stehenden Vektoren des
R™ linear abhingig, so gibt es einen Nicht-Nullvektor z € R", den man auch
auf Linge ||z|| = y/(z,z) = 1 skalieren kann, so dass Qx = o, gilt, wobei o,
der Nullvektor des R™ ist. Es gilt mit diesem z also

0= (om,om) = (Qz,Qz) # (x,z) =1,

also bildet diese lineare Abbildung nie alle Vektoren der Lange Eins auf Vek-
toren der Linge Eins ab, kann also keine Kongruenztransformation sein. Damit
ist klar, dass Kongruenztransformationen regulér sein miissen. Es gibt Kongru-
enztramsformationen, da z. B. die Identitét trivialerweise eine solche ist, auch
Drehungen und Spiegelungen gehoren dazu. Um die Kongruenztransformatio-
nen insgesamt zu charakterisieren, ben6tigen wir die Definition der adjungierten
Abbildung zu einer linearen Abbildung.
Man definiert die Adjungierte A* einer linearen Abbildung A durch die Be-
dingung
(x, A*y) = (Ax,y), YVaz,yeV. (286)

Im Falle des Standard-Skalarproduktes iiber R kann man schnell iiber die Ver-
wendung der Standardbasis {e; }?; fiir z und y nachrechnen (und danach gleich
wieder den Rechenweg vergessen; dieser ist Bestandteil einer Aufgabe des aktu-
ellen Blattes), dass

Ar = AT (287)

gilt, wobei das nachgestellte 7 eine Spiegelung der Position entlang der Diago-
nalen der Matrix bedeutet, also z. B.

T

1 2 3 1 4 7 - 0
45 6| =125 8], (012 =][1], (288)
7 8 9 3 6 9 2
wohingegen im Falle des Standard-Skalarproduktes iiber C
A = AP = A=A = AT (289)
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gilt, wobei die Uberstreichung die komplexe Konjugation bedeutet. Allgemein
gilt fiir Kongruenztransformationen fiir alle x,y € V'

= (2,Q"Qy) — (z,y) (290Db)
= (2,Q"Qy — y) (290¢)
= (2,(Q"Q — E)y) (290d)
Nun wihlt man ¢ = (Q*Q — E)y und erhiilt, dass fiir alle y € V
0= (x,(@Q"Q - B)y) (2912)
= (@ Q- E)y,(Q"Q — E)y) (291b)
= (Q*Q - E)yl*. (291c)

Durch die Wahl des Vektors y als einen der Basisvektoren sieht man, dass die
Matrixdarstellung von Q*@Q — FE in der entsprechenden Spalte (damit in allen
Spalten) eine Nullspalte hat. Damit gilt dann

Q*Q =E. (292)

Analog sieht man, dass auch
QR =F (293)

gilt. Wir betrachten meist nur den Fall des Standardskalarproduktes im R™
oder C". Im ersten Fall werden Kongruenztransformationen durch orthogonale
Matrizen

Q"Q=E=QQ", aso Q'=Q", QeR™" (294)

im zweiten Fall durch unitare Matrizen
UlU=E=U0U", also U '=U", UeCc™™ (295)

beschrieben.

Diese Matrixgleichungen sind eine Kurzschreibweise fiir eigentlich n? Glei-
chungen, hier am Beispiel der Orthogonalen Matrizen, die Aussagen fiir unitéire
Matrizen folgen analog. Die Diagonalelemente entsprechen der Normalisierung
der Spalten- respektive, Zeilenvektoren,

4 ai={0q) =llal*=1, ()¢ =("qd)=d1*=1, (296)

wobei g; hier die Spalten, ¢* die Zeilen von @ bezeichnen sollen. Wenn eine
Matrix also Zeilen oder Spalten aufweist, die nicht die Lénge (Norm) Eins haben,
so kann es sich nicht um eine Kongruenztransformation handeln.

Die Elemente der Gleichung ausserhalb der Diagonalen geben die Orthogo-
nalitdt der Vektoren wieder,

al ¢ = (ai,4;) =0, ("¢ =(¢".¢") =0, (297)

wobei i # j gilt. Also gibt jede Matrix, welche spalten- oder zeilenweise aus den
Vektoren einer ONB des gesamten Vektorraumes aufgebaut ist, eine orthogonale
Matrix.
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Z. B. ist so die Matrix

G = % G _}) (298)

eine orthogonale Matrix, da die Zeilen und Spalten senkrecht aufeinander stehen
und auf Eins normiert sind, m.a.W.3, eine ONB des Raumes R? darstellen.

Genauso ist die Matrix .
1 1
H = ﬁ <1 _1> (299)

eine orthogonale Matrix. Die Matrix G (der Buchstabe G wurde wegen der
Verwendung solcher Matrizen durch Wallace Givens gewihlt) ist eine Drehung
(manchmal auch eine Givens-Rotation genannt), die Matrix H (der Buchstabe
H wurde wegen der Verwendung solcher Matrizen durch Alston Scott House-
holder gewéhlt) ist eine Spiegelung (oft auch Householder-Reflektion genannt).
Allgemeiner sind Matrizen der Form

G(6) = (Z?ﬁ((g)) ‘25;((?)) 6 € [0,27) (300)

Drehungen (Givens-Rotationen) des R? um einen Winkel 6. Es gilt G = G(r/4).
Matrizen der Form

zaT
H(:v):E—2m7 xr € R", x # oy, (301)

sind Spiegelungen an der Hyperebene senkrecht zu x, da fiir alle y L x gilt

T T T
H(x)x = <E—2z§:x>x=x—2ﬁ$x=x—2x%:x—2x=—x, (302a)

T T T
Trxr rx -y

und somit fiir jede Orthonormalbasis mit z/||z| als Element die lineare Abbil-
dung fiir die Basis die Eigenschaften einer Spiegelung erfiillt. Es gilt

H = H(z), wobei z= (1 ;%) . (303)

(Der Beweis sei Interessierten als Recheniibung nahegelegt, soll heissen, er ist
lang und -wierig und vielleicht auch etwas -weilig.)

Man sieht schnell, dass die Transponation von Produkten die Reihenfolge der
Einzelfaktoren vertauscht (sonst wiren die Produkte bei rechteckigen Matrizen
ja auch gar nicht definiert), also

(AB)T = BT AT. (304)

Damit ist aber auch sofort klar, dass das Produkt orthogonaler Matrizen wieder
eine orthogonale Matrix ist, da

(@Q1Q2)"Q1Q2= Q3 Q1 Q1 Q2 =Q3Q2 = E. (305)
——
=E
Allgemeiner kann man sogar zeigen, dass die Menge der orthogonalen Matrizen

Q € R™*™ bzgl. der Matrixmultiplikation eine (nichtkommutative) Gruppe O(n)
bildet. Gleiches gilt fiir die Gruppe der unitédren Matrizen U(n).

3mit anderen Worten
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6.2 Multiplikationstraining

Aus der Definition der Matrix und der Matrix-Vektor-Multiplikation ist ersicht-
lich, dass die kte Spalte einer Matrix A € R™*™ durch die Multiplikation der
Matrix und dem kten Einheitsvektor des R” entsteht. Eine Aufgabe des Ubungs-
zettels traniert diese und andere Moglichkeiten, Teile der Matrix A mittels ge-
eigneter Multiplikationen der Matrix mit (Zeilen- und Spalten-) Vektoren her-
auszuziehen. Dieser Teil wird fiir die Erkenntnis benétigt, dass die Adjungierte
im Standardskalarprodukt die Transponierte ist, was man dort durch Einsetzen
der Standardbasisvektoren {e;}7, einsieht.

Der zweite Teil derselben Aufgabe trainiert, wie man erkennen kann, wie die
z. B. bei der LR-Zerlegung auftretenden Transformationen sich als Multiplika-
tionen mit Matrizen realisieren lassen. Die Aufgabe sollte fiir sich genommen
klar sein.

Als zusétzliches Beispiel betrachten wir hier die Multiplikation einer Matrix
von links oder rechts mit einer Diagonalmatrix,

n

DA = (dga’),_, (306)
wobei a’ die Zeilen von A darstellen, und
AD = (aidii)?zl 5 (307)

wobei a; die Spalten von A darstellen. Beispiel:

036 1)=G3 G)0=G5 o

Analog permutiert die Multiplikation mit einer Permutationsmatrix von links
die Zeilen, wahrend eine Multiplikation mit einer Permutationsmatrix von rechts
die Spalten permutiert. Beispiel:

01 0\ /0 1 2 345
1003 45)|=01 2], (309a)
00 1)\7 8 9 78 9
012\ /010 10 2
34 5|1 00]=[4375 (309b)
78 9/\0 0 1 8 7 9

Auch interessant sind Multiplikationen einer quadratischen Matrix A € R™*"
mit einer Permutationsmatrix P und ihrer Transponierten PT der Form

B=PT. A.P
Was ist z. B. die Transformation JT AJ einer 3 x 3-Matrix A mit der Permuta-

tionsmatrix J definiert als

J = (310)

—_ O O

o = O

S O =
-~

Kann man diese als eine Art ,,Spiegelung” der Matrixelemente an einer Matrix-
position deuten?
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6.3 Die LR-Zerlegung

Die LR-Zerlegung einer Matrix gewinnt man, indem man die bei der Eliminati-
on nach Gaufl die Multiplikatoren, mit denen man die erste Zeile malnimmt, in
einer unteren Dreiecksmatrix L mit Einsen auf der Diagonalen speichert. Man
unterscheidet die (einfache) LR-Zerlegung, die LR-Zerlegung mit partieller Pi-
votisierung (suche in der aktuellen verbleibenden Spalte das betragsgrofite Ele-
ment; auch Spaltenpivotsuche genannt) und die LR-Zerlegung mit vollstandiger
Pivotisierung (suche in der verbleibenden quadratischen Restmatrix das betrags-
grofite Element).

Ein Beispiel zur einfachen LR-Zerlegung ohne Pivotisierung: Gegeben sei die
Matrix

12 3
A=[1 6 8]. (311)
1 6 14

Die Elimination nach Gaufl nimmt als erste Operationen die zweite minus der
ersten Zeile und die dritte minus der ersten Zeile, die Multiplikatoren sind beide
Male gleich Eins. Damit hat die Matrix L; die Gestalt

1 0 0 1 0 0
Li=(1t 1 0], = Li'=[-11 0], (312)
1 0 1 -1 0 1
und die entstehende Matrix A7, in der bereits die erste Spalte auf obere Drei-

ecksgestalt gebracht ist, die Gestalt

A = = LA (313)

= ot W

1

o O
= DN

Als néchstes wird von der entstandenen dritten Zeile die zweite Zeile abgezogen,
der Multiplikator ist wiederum gleich Eins, also ist die Matrix Ly gegeben als

1 00 1 00
Ly=(0 1 0], = Ly'=(0 1 0], (314)
0 1 1 0 -1 1
und die entstehende Matrix A, = R hat die Gestalt
1 2 3
Ay=|0 4 5| =R=1Ly'A =L;'L{' A (315)
00 6
Die Matrix L ist gegeben als
1 00 1 00
L=LiL,=(1 10|, = L'=L'Ly'=(-1 1 0], (316)
111 0 -1 1

und wir haben A zerlegt in ein Produkt zweier Dreiecksmatrizen L und R,

1 2 3 1 0 0 1 2 3
A=11 6 8|=LR=(1 1 0 0 4 51, (317)
1 6 14 1 11 0 0 6



also die LR-Zerlegung von A berechnet.

Um mal eine andere LR-Zerlegung zu sehen, die noch keine Pivotisierung
benétigt, aber wo die Multiplikatoren nicht alle gleich Eins sind, werden wir
jetzt die Matrix

111
A=[2 4 4 (318)
15 8

LR-zerlegen. Als erstes wird die erste Zeile zweimal von der zweiten und einmal
von der dritten Zeile abgezogen, die entstehende Matrix L hat die Gestalt

100 100
Li=|2 10|, = Li'=|-21 0}, (319)
1 01 -1 0 1
und die Matrix Ai, bei der bereits die erste Spalte eliminiert wurde, hat die

Gestalt

111
Ay=10 2 2| =LA (320)
0 4 7

Elimination der zweiten Spalte mittels einer zweifachen Subtraktion der zweiten
Zeile von der dritten liefert als néchste ,L“-Matrix Lo die Matrix

100 1 00
Ly=(0 1 0], = Ly'=(0 1 0], (321)
0 2 1 0 -2 1

und die vollsténdig auf obere Dreiecksgestalt gebrachte Matrix A; = R ist
gegeben als

111
Ay=(0 2 2| =R=1L;'A =L;'L7*A (322)
0 0 3
Mit
1 00 1 00
L=LiLy,=(2 1 0], = Lt'=L;'Li'=[-2 1 of, (323
1 21 3 -2 1
lautet die LR-Zerlegung der Matrix
111 1 0 0\ /1 1 1
A=1(2 4 4| =LR=(2 1 o]0 2 2]. (324)
1 5 8 1 2 1/\0 0 3

Jetzt zu einem Beispiel einer Matrix A, die nicht mehr ohne Pivotisierung LR-
zerlegbar ist, ndmlich der Matrix

A= ((1) é) . (325)

Die LR-Zerlegung wiirde existieren, wenn es ein reelles Vielfaches der ersten
Zeile géibe, welches von der zweiten Zeile abgezogen, im ersten Element eine
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Null erzeugt. Da 1 —z -0 =1 fiir alle € R gilt, ist es also nicht moglich, diese
Matrix direkt in ein Produkt L - R zu zerlegen.

Solche Probleme treten immer dann auf, wenn bei der Berechnung der LR-
Zerlegung in einer Matrix A;, j = 0,1,2,..., wobei Ag = A und die anderen
A; die im jten Schritt entstehenden Matrizen sind, ein Nullelement im j + 1ten
Diagonalelement entsteht. Als weiteres Beispiel betrachten wir die Matrix

2 2 2
A= |4 4 8], (326)
6 9 9

in welcher keine offensichtlichen Nullelemente in der Diagonalen stehen. Die
Matrix L; ist schnell berechnet als

1 00 1 00
Li=(2 10|, = Li'=(-2 1 0], (327)
3.0 1 -3 0 1
und die Matrix A; hat die Gestalt
2 2 2
Ay=1(0 0 4] =LA, (328)
0 3 3

welche eine Null im zweiten Diagonalelement aufweist und daher nicht mehr
direkt LR-zerlegbar ist.

Da beide Matrizen jeweils den vollen Rang (2, respektive, 3) haben, fiihrt
man die partielle Pivotsuche/Spaltenpivotsuche (pivot (franz.) Dreh-, Angel-
punkt) ein. In dieser werden die Gleichungen j bis n (ergo, die Zeilen) getauscht,
bis in der Diagonale zu dieser Spalte (daher auch der Name Spaltenpivotsuche)
ein Element ungleich Null steht.

Jetzt wird einfach die zweite Zeile gegen die dritte Zeile getauscht, also, mit
der Permutationsmatrix

100
P=|0 0 1 (329)
0 1 0
von links malgenommen. Jetzt ist
1 0 0 2 2 2 2 2 2
PA;=(0 0 1 0 0 4]=10 3 3|]=R (330)
01 0 0 3 3 0 0 4
eine rechte obere Dreiecksmatrix. Wie sieht jetzt die LR-Zerlegung mit Pivoti-

sierung aus? Wir sehen, da A; = LflA gilt, dass

R=PA, = PL{'A. (331)
Nun ist P eine Permutationsmatrix, also eine orthogonale Matrix, und die Inver-
se von P ist PT. Wir hétten gerne ein P vor dem A, aber Matrixmultiplikation

ist bekanntlich nicht kommutativ. Aber aufgrund der Orthogonalitéit von P gilt
E = PTP, und demnach kénnen wir schreiben

R=PA, =PL'"A=PL'EA= PL;'PTPA, (332a)
= PA= (PLfl.PT)_lR: (PLlpT)R. (332b)
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Wie sieht die Matrix PL; PT aus? Durch Nachrechnen stellt man fest, dass

1 0 0\ /1 0 0\ /1 00
PLiPT=10 0 1|2 1 0]|0 0 1 (333a)
010/ \30 1/\0o 10
1 00\ /1L 00O 1 00
=13 0 1[0 0 1|]=(3 10 (333h)

2 1 0/ \0 10 2 0 1

wieder eine untere Dreiecksmatrix mit Einsen auf der Diagonalen ist, die LR~
Zerlegung mit partieller Pivotisierung demnach durch

100\ /2 2 2 1.0 0\ /2 2 2
PA=10 0 1| |4 4 8]=(3 1 0]|0 3 3|=LR (334)
010/ \6 9 9 2 0 1/ \0 0 4

gegeben. Allgemein vertauscht die Pivotisierung bei der Operation P;L; P! nur
die Elemente im Vektor der Multiplikatoren, also hier, die Zahlen 2 und 3 in
der ersten Spalte, vergleiche mit den farbigen Hervorhebungen in den Gleichun-
gen (333).

Wenn solch ein Element ungleich Null nicht in der im jten Schritt bearbei-
teten Spalte existiert, hat die Matrix A; des jten Schrittes die folgende Gestalt,

rinooc Ty Tig+r Tig42 o T1in
0
JJ J.j+1 J,J+2 Jjn
A; = . (335)
0o --- 0 0 Fitijte  Titim
o --- 0 0 Fr.jt2 . Trn

Damit ist bestimmt die j + 1te Spalte der Matrix A; im Spann der ersten j
Spalten von Aj;, also sind die ersten j + 1 Spalten linear abhiingig, also ist A;
singulér. Da

Aj=L7'L7Y - Li'A = A=LiLy--- LA, (336)

ist demnach auch bereits A singulédr. Wir nehmen also an, dass unsere Matrix
A quadratisch ist und vollen Rang hat, also regulér ist.

Das Vertauschen von Gleichungen/Zeilen wird durch eine Multiplikation mit
einer Permutationsmatrix von links realisiert, fiir das erste Beispiel ist klar, dass

mit
0 1
P = (1 0> = A (337)

T T S

LR-zerlegbar ist (die LR-Zerlegung mit Pivotisierung ist PA = Fs - E»).

die Matrix PA,
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Eine Matrix A € R™*"™ ist eindeutig LR-zerlegbar ohne Pivotisierung, wenn
alle ersten n — 1 Hauptunterabschnittsmatrizen

a1l a1o a11 aiz2 a3
Ay = (an1), A= <a21 a22> , Asz=|axn axn a3, ... (339)
aszi asz as3

reguldr sind. Wenn eine Hauptunterabschnittsmatrix von A nicht regulir ist,
so gibt es moglicherweise noch eine LR-Zerlegung, wenn alle folgenden Haupt-
unterabschnittsmatrizen ebenfalls singuldr sind, aber die Zerlegung als solche
ist nicht mehr eindeutig, ein Beispiel sind die beiden folgenden LR-Zerlegungen
von A definiert als

530 10 0\ /5 3 0
A=|5 3 3| =LiR=|11 0][0 0 3 (340a)
5 3 6 111/ \o o0 3
1 0 0\ /5 3 0
=LRy=|[1 1 0of[0 0 3 (340D)
101/ \0o 0 6

In diesem Beispiel ist die erste Hauptunterabschnittsmatrix regulér, die beiden
folgenden sind es nicht, da die ersten beiden Spalten linear abhéngig sind, und
damit der Rang (mindestens, hier genau) um Eins niedriger als die Anzahl der
Spalten ist.

6.4 Regularitit & Singularitit

Laut Skript heisst eine Matrix A € R™*" regulir, wenn m = n, also die Matrix
A quadratisch ist, und wenn der (Zeilen- und Spalten-) Rang gleich n ist. Damit
ist die zugehorige Abbildung bijektiv, also invertierbar. Die Umkehrabbildung
ist auch linear und entspricht auch einer Matrix, welche mit A~! bezeichnet
wird und inverse Matrix von A heisst.

Wenn A € R™*™ nicht regulér ist, wird A auch singulér genannt. Es gelten
fiir regulére Matrizen A die wichtigen Gleichungen

A- AV =A"1 A=E,.

Ob eine Matrix regulér ist, 148t sich allerdings auch ohne explizite Berechnung
der Inversen sehen. Ein wichtiges Kriterium ist, dass Gleichungssysteme

Ar=b, AcR™™ beR" (341)

)

immer lésbar sind, egal, welches b auf der rechten Seite steht.

Im GauB-Algorithmus, wobei immer eine partielle Pivotsuche stattfindet,
wird eine LR-Zerlegung der Matrix PA berechnet, wobei die Permutationsma-
trix P im Laufe der LR-~Zerlegung erst konstruiert wird. Im Laufe der Berech-
nung der LR-Zerlegung mit partieller Pivotsuche stellt sich automatisch heraus,
ob die gegebene quadratische Matrix A regulér ist. Wenn die LR-Zerlegung exi-
stiert, und sémtliche Diagonalelemente der oberen Dreiecksmatrix R ungleich
Null sind (die der unteren Dreiecksmatrix L sind alle gleich Eins, also ungleich
Null, und die Permutationsmatrix ist immer invertierbar, da sie orthogonal ist
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und PPT = PT P = E gilt), dann ist die Ausgangsmatrix regulir. Wenn die LR-
Zerlegung bei/mit einer Nullspalte in der verbleibenden Restmatrix abbricht, so
ist A singular.

Merken sollte man sich, dass das Produkt regulérer Matrizen immer regulér
und das Produkt von mehreren Matrizen bereits bei einer auftretenden sin-
guldren Matrix immer singuldr ist. Damit 148t sich das oben gesagte an der
Gleichung

A= PTLR, (342)

ablesen, da das Produkt von PT (regulir), L (regulir) und R den selben Rang
wie A hat, also bei Existenz der LR-Zerlegung mit partieller Pivotisierung ge-
nau dann reguldr ist, wenn R es ist. Wenn keine LR-Zerlegung mit partieller
Pivotisierung existiert, ist nach obigen Betrachtungen A singulér.

6.5 Projektionen auf Unterrdume

Die Projektion eines Vektors in Reichtung eines anderen Vektors haben wir ja
bereits kennen gelernt. Nun geschieht es auch hiufig, dass ein Vektor auf einen
Unterraum projiziert werden soll, wobei die Dimension k& des Unterraumes nur
durch 1 < £ < n beschrankt ist.

Wie dieses geschieht, welche Eigenschaften solch eine Projektion hat, ist die
letzte Aufgabe des aktuellen Zettels. Solche Projektionen sollte man sich merken,
da diese mit grosser Wahrscheinlichkeit spédter wieder auftauchen werden.

64



