Diese Notizen' sind wihrend der Ausarbeitung der Anleitung zur Linearen Algebra I im Win-
tersemester 2010/2011 entstanden. Sie werden frei zur Verfiigung gestellt, enthalten aber nicht
alles, was in der Anleitung behandelt wurde, insbesondere nicht die veranschaulichenden Zeich-
nungen. Wer Fehler in diesem Dokument findet, schreibe bitte im Interesse seiner Kommilitonen
eine Email an zemke@tu-harburg.de mit dem Betreff [Anleitung LAI]. Der Text wird dann bei
Bedarf verbessert und/oder ergéanzt.
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1 Anleitung vom 29.10.2010

Themen der Anleitung sind Aussagenlogik; Zahlen (nattirliche, ganze, rationale, reelle und kom-
plexe; besonderes Augenmerk ist dabei auf die zugrunde liegende Motivation und Veranschauli-
chung gerichtet), insbesondere der gravierende Unterschied zwischen den reellen und den kom-
plexen Zahlen, namentlich der Begriff der Ordnung. Des weiteren werden die Begriffe der Sur-
jektivitat, Injektivitdt und Bijektivitdt von Funktionen eingefiihrt.

1.1 Aussagenlogik

In der Aussagenlogik beschiftigt man sich mit Aussagen und deren Wahrheitswert. Dabei geht
man grundsatzlich davon aus, dass die behandelten Aussagen entweder wahr (exklusiv) oder
falsch sind, das ist das sogennante ,Bivalenzprinzip”. Dabei bezeichnet man die beiden mogli-
chen Werte ,wahr” und ,falsch” als Wahrheitswerte, meist abgekiirzt zu den Buchstaben ,w”
fur ,wahr” und ,f” fiir ,falsch”. Damit sind Aussagen der Form ,Linux ist besser als Windows”
oder umgekehrt grundsétzlich nicht behandelbar und im Folgenden ausgeschlossen. Aussagen
kann man (wie soeben geschehen) mittels ,und” und ,oder” (im Sinne von exklusiv oder) ver-
kniipfen und mit ,nicht” negieren. Aussagen werden meist mit Groflbuchstaben bezeichnet, also
A,B,C,D,...;die mathematischen Symbole zur Kombination und Negation sind dabei dann fiir
,oder” das V (soll an lat. ,vel” erinnern), fiir ,und” das A und fiir ,nicht” das —. Zum besse-
ren Verstindnis werden Klammern gebraucht. Fiir Grundaussagen (atomare Aussagen; solche,
die sich nicht in weitere Teilaussagen zerlegen lassen) A und B ist also (A V B) eine Aussa-
ge. Ein zweites Grundprinzip der Aussagenlogik ist es, dass der Wahrheitswert jede solcherart
zusammengesetzte Aussage sich aus den Wahrheitswerten der atomaren Aussagen und den Ver-
kniipfungen berechnen ldfit. Seien die beiden Aussagen

A := Ichbinmiide” und B:=]Ichsitze in der Anleitung.” (1)

gegeben. Dann kann jeder fiir sich entscheiden, welche Aussage wahr oder falsch ist. Nehmen
wir mal an, dass A fiir die entsprechende Person falsch, und B wahr ist. Die kombinierte Aussage
=(A V B) lautet dann

—(AV B) =, Nicht (ich bin miide oder ich sitze in der Anleitung).”. (2)

Welchen Wahrheitswert hat diese Aussage im oben betrachteten Szenario? Dazu verwendet man
sogenannte Wahrheitstafeln:

A B\A\/B\ﬁ(A\/B)
A|—-A f f f w
f|w f w w f 3)
w| f w f w f

W W w f

Man sieht, unter der gegebenen , Belegung” der Wahrheitswerte fiir die Aussagen A und B ist die
Aussage ~(A V B) falsch. Nun wiirde (fast) niemand die Aussage in dieser Form (2) wiedergeben,
eher wiirde man sagen

,Ach bin nicht miide und ich sitze nicht in der Anleitung.”, 4)

also =A A —B. Sind diese Aussagen fiir jede Belegung der Aussagen A und B dquivalent, d. h.,
sagen dasselbe aus? Dazu verwenden wir wieder eine Wahrheitstafel:

A B\A\/B ﬁ(A\/B H ﬁB -AA-B

f f f w w

f w w f w f f (5)
w f w f f w f

W W w f f f f



Man sieht, dass die beiden Spalten zu den Aussagen —(A V B) und —-A A =B die selben Wahr-
heitswerte ergeben. Damit sind diese Aussagen wirklich dquivalent, in Zeichen,

(~(AV B)) & (A A —B). ©6)

Dass der Wahrheitsgehalt jede Aussage sich aus den Teilaussagen und der Art der Zusammenset-
zung herleiten 1463t nennt man das , Extensionalitdtsprinzip”. Aussagen wie die in Gleichung (6),
welche immer wahr sind, egal, wie die Teilaussagen belegt werden, nennt man Tautologien. Tau-
tologien sind das, was in der Mathematik als ,, Theorem” oder ,Satz” bekannt ist. Ein bekannter
Satz ist der vom ausgeschlossenen Dritten (lat.: tertium non datur):

PV P 7)

ist immer wahr. Das bedeutet, jede Aussage ist entweder wahr oder falsch.

Von der Aussagenlogik geht man noch etwas weiter, namlich zur Pradikatenlogik. Dort gibt
es ausser Aussagen auch noch Pradikate (z. B. S = ,schwimmt auf dem See”) und Quantoren,
nédmlich den ,Existenzquantor” 3 und denn , Allquantor” V. Damit kann man dann schon Aus-
sagen bilden wie

Ve € M : S(e), (8)

wobei hier die Variable e fiir beliebige Elemente aus der Menge M meiner Entchen steht.

1.2 Zahlbegriffe

Sie sollten aus der Schulmathematik und/oder dem Vorkurs der TUHH etwas mit den Zeichen
N, Z, Q und R anfangen konnen. Wesentlich sind hier (in einem Mathematik-lastigen Univer-
sitdtsstudium) einige Aspekte derselben. Die natiirlichen Zahlen N liefern historisch gesehen die
nattirlichste Vergleichsbasis von zdhlbaren Dingen, wie Schafen, Kithen oder Hithnern. Die Er-
findung der Zahl Null ist ein zur Zeit der Babylonier erfolgter, nicht zu vernachlassigender Fort-
schritt.

Naheliegend ist die Idee einer , Verkniipfung” von natiirlichen Zahlen (2 Apfel plus 3 Apfel),
welche als Addition bezeichnet wird und mit + bezeichnet wird. Die Multiplikation - ist schon eine
gedanklich sehr viel weiter entfernte ,Verkniipfung”, denn was wire denn das Ergebnis von ,,2
Apfel mal 3 Apfel”? Hier liegt ein wesentlicher Abstraktionsschritt, namlich die Abstraktion der
Zahlen von der zugrunde liegenden Einheit. Diese Multiplikation {iber den natiirlichen Zahlen
ist eine Kurzschreibweise fiir die wiederholte Addition von gleichen Mengen.

Der niéchste, in der Schule selten entsprechend gewtirdigte Abstraktionsschritt ist die Frage
nach der ,Umkehrbarkeit” (Inversion) der Verkniipfungen der Addition und Multiplikation. Der
erste Schritt ist nicht immer moglich, daher wurden friih in der Menschheitsgeschichte Schul-
den, also negative Zahlen, und damit die ganzen Zahlen Z ,erfunden”. Der Gebrauch der nega-
tiven Zahlen hat sich zu den Zeiten der Medicis und Fuggers stark verbreitet. In der modernen
Mathematik sind die ganzen Zahlen die eindeutigen Losungen x € Z von Gleichungen der Form
a+ x = b, fiir beliebig gegebene a,b € Z. Man sagt dazu auch, die Menge Z, genauer: die (addi-
tive) Gruppe (Z,+), ist bzgl. der Addition und Inversenbildung (—n ist das additive Inverse zu n)
abgeschlossen. Die Umkehrung der Multiplikation in Z fiihrt analog auf die rationalen Zahlen Q.
Die (multiplikative) Gruppe (Q*, -), mit Q* := Q\ {0}, ist wiederum bzgl. der Multiplikation und
Inversenbildung (1/r = q/p ist das multiplikative Inverse zu r = q/p) abgeschlossen.

Auf diesem Stand der Mathematik verharrten die Griechen lange Zeit, sie glaubten, alle
Strecken (bei ihnen tiberwog die geometrische Sicht der Dinge) seien ,kommensurabel”, also
mit einem gleichen Mass messbar. In heutige mathematische Sprache tibersetzt heisst das, zu
zwei gegebenen Zahlen gibt es immer eine Zahl, so dass die beiden Zahlen Vielfache dieser sind.
Vom lateinischen ,Ratio” (Verhiltnis) nennt man daher die in der Schule oft als Bruchzahlen
bezeichneten Zahlen rationale Zahlen. Die Entdeckung, dass im Pentagramm ein inkommensura-
bles Streckenverhiltnis, also eine irrationale Zahl, in Form des Goldenen Schnittes ® = (1 + /5) /2
auftaucht, zerstorte ein Weltbild.



Die Erweiterung der rationalen Zahlen zu allen reell beobachtbaren (also in der Form von
Streckenldngen) auftauchenden Zahlen, den sogenannten reellen Zahlen R hingt mit einem An-
spruch an die , Vollstandigkeit” der Zahlen zusammen. Man méchste sicher sein, dass bei beliebi-
gen, auch ins Unendliche weitergehenden Vorgéngen, keine neuen Zahlen mehr auftauchen. Die
reellen Zahlen erhélt man aus der ,, Vervollstindigung” der rationalen Zahlen. Die (spéter Ihnen
eventuell in der Analysis begegnenden) bekanntesten Methoden der , Vervollstaindigung” der
rationalen Zahlen zu den reellen Zahlen sind die mittels Aquivalenzklassen von Cauchy-Folgen,
Aquivalenzklassen von Intervallschachtelungen und Dedekindscher Schnitte. Solche Techniken
werden selten akkurat in der Schulmathematik behandelt. In der Schule werden reelle Zahlen
meist mit ihrer Veranschaulichung mittels der Zahlengeraden eingefiihrt und behandelt.

Den meisten Erstsemestern wahrscheinlich eher nicht so vertraut wie die reellen Zahlen sind
die sogenannten komplexen Zahlen C.

1.3 Komplexe Zahlen

Die komplexen Zahlen sind motiviert aus der Unzufriedenheit tiber die eventuelle Nichtlosbar-
keit algebraischer (mittels Addition und Multiplikation aus einfachen Termen erzeugter) Glei-
chungen (Polynome), als einfachstes Beispiel beobachten wir

VxeR:x*4+1>1#0. 9)

Demnach hat das quadratische Polynom p(x) := x> + 1 keine (reelle) Nullstelle. Das folgt auch
ziemlich schnell aus der sogenannten , pg-Formel” (aus binomischer Ergdnzung), da der unter
der Wurzel entstehende Ausdruck negativ ist. Im Allgemeinen ist es sehr schwierig, einem Poly-
nom anzusehen, ob, und, allgemeiner, wieviele reelle Nullstellen es hat.
Als Gedankenspielerei begonnen, indem einfach ,imaginére Zahlen” eingefiihrt wurden, zu-
erst die imaginére Einheit
i=+-1, (10)

zeigte sich, dass viele Gleichungen erst unter Verwendung von gemischt reellen Zahlen x € R
und imagindren Zahlen iy, y € R, sogenannten komplexen Zahlen C, meist bezeichnet mit dem
Buchstaben z,

zi=x+iy, (11)

behandelbar wurden oder stark vereinfacht wurden. (Beispiele: Auflosbarkeit von linearen Dif-
ferentialgleichungen, Eigenwertaufgaben, viele Vorgénge die auf Schwingungen basieren, Max-
wellsche Gleichungen in der reellen Form und komplexen Form.)

Die reellen Zahlen haben gewisse Eigenschaften, sie erfiillen sogenannte , Rechenregeln”, fest-
gehalten in der Form von ,Axiomen”, welche gerade das Rechnen mit ihnen ausmachen (Ge-
nauer und jetzt noch viel zu abstrakt: (R, +) und (R* := R\ {0}, -) sind abelsche (kommutative)
Gruppen, es gilt das Distributivgesetz, es gibt eine Ordnung < auf R und beziiglich dieser ist R
ordnungsvollstiandig).

Solche Rechenregeln sollten auch fiir diese gemischten komplexen Zahlen erfiillt sein. Lei-
der geht gerade die Ordnung verloren, welche die Existenz einer Vergleichbarkeit < zwischen
beliebigen Zahlen a,b € R behandelt:

Va,beR:{a<b}V{a=b}V{a>b} (12)

Einige dieser Eigenschaften haben weitreichende Konsequenzen, z. B. beim Beweis, dass das
arithmetische Mittel von n reellen Zahlen immer zwischen dem Minimum und dem Maximum
liegt, oder inwieweit die komplexen Zahlen doch noch eine ,Ordnung” aufweisen (Schranken
fur den Real- und Imaginérteil; Dreiecksungleichung). Obacht ist dabei insbesondere bei der No-
tation und mathematischen Strenge gewtinscht: so sollte man nicht auf die Idee verfallen, die im
reellen giiltigen ,Ordnungsaxiome” fiir die komplexen Zahlen zu verwenden. Wie lassen sich
denn die Zahlen 1 und i , vergleichen”? Welche Zahl der beiden ist grofler oder kleiner?



Dank Gaufs (Deutschland) und Argand (Frankreich) ist die Behandlung komplexer Zahlen
heute alles andere als ,komplex” oder ,imaginédr”. Beide entdeckten, dass die komplexen Zahlen
z € C sich, wie x € R als Zahlengerade, als Zahlenebene auffassen lassen.

Die Addition zweier komplexer Zahlen ist dabei komponentenweise definiert, also die tibli-
che Addition zweier Vektoren in der Ebene. Die Subtraktion ist die Addition des negierten Wer-
tes, also eine Umkehrung der ,Richtung” bei dem zweiten , Vektor” und dann eine Aneinander-
legung der , Vektoren”.

Die Multiplikation ist am besten verstdandlich, wenn man die komplexe Exponentialfunktion
(welche wir erstmal nur fiir rein reelle oder rein imagindre Argumente kennenlernen werden)
verwendet. Es gilt die nach Euler benannte Gleichung

' = cos(¢) +isin(¢), ¢ €R, (13)

welche im Skript/in der Vorlesung als Definition gehandelt wird. Aus den Additionstheoremen
folgert man, dass die fundamentale Eigenschaft der Exponentialfunktion

ei((DJri/)) _ ei¢+iy") — eiaﬁeii/) (14)

auch fiir rein imagindre Argumente gilt. Das Wechselspiel zwischen einer (komplexen) Multipli-
kation (von komplexen Zahlen auf dem Einheitskreis) und der Addition der Winkel liefert eine
einfache geometrische Interpretation der Multiplikation beliebiger komplexer Zahlen.

Nun liegen die wenigsten komplexen Zahlen auf dem Einheitskreis, also muss man zu dem
(immer nur bis auf Vielfache von 27, dem Umfang des Kreises; im Bogenmafs bestimmten) Win-
kel noch einen Radius angeben. Diese beiden (reellen) Grofien charakterisieren wie der Real- und
Imaginérteil die komplexe Zahl eindeutig, wenn man den Winkel einschrankt und den Radius
Null gesondert behandelt. Es gilt fiir alle z € C* := C\ {0}

z=re”, wobei ¢ € (—m, 7] (15)

Das so eindeutig bestimmte ¢ (griechischer Buchstabe phi, gesprochen wie vieh, manchmal auch
geschrieben als ¢) nennt sich Hauptwert des Argumentes. Das Argument ist immer gefragt unter
Angabe der Vielfachen von 2. Ein Hinweis: An der Universitdt wird im Bogenmass gerechnet.
Ein Einheitskreis hat einen Umfang von 27, also entspricht ein Vollkreis dem Winkel 27, ein Halb-
kreis dem Winkel 7 und ein Viertelkreis dem Winkel 7 /2. Zwei aufeinander senkrecht stehende
Geraden haben demnach einen Winkel von 7 /2 zueinander.

Die Multiplikation ldsst sich nach den Regeln der Multiplikation reeller Zahlen, der funda-
mentalen Eigenschaft der Exponentialfunktion und der geometrischen Interpretation der Polar-
koordinaten schreiben als

21 - 20 = 1€ - 126'% = (11 - 12)e'? - €% = (11 - 1)1 T2 = (- 1) D19, (16)

Damit erzeugt die Multiplikation zweier komplexer Zahlen eine neue komplexe Zahl, deren Win-
kel aus der Addition der beiden Winkel (modulo Vielfache von 27) und deren Radius aus der
Multiplikation der beiden Radien berechnet wird.

Um die umgekehrte Operation, also das Teilen zu verstehen, betrachtet man am besten die
Operation z;/z; als Multiplikation von z; mit 1/z,. Fiir diese Inversion gilt (dieses ist der rech-
nerische Weg):

1 1z z
1_1z_ z 17
z zZ |z]? 17
In Polarkoordinaten ergibt sich wegen |z|* = r?
; 1 1 _.
z=re?, == -, (18)
z 7

Das bedeutet geometrisch, dass die neue Zahl durch Spiegelung an der reellen Achse (komplexe
Konjugation) und ,Inversion am Einheitskreis” (Ubergang vom Radius r zum Radius 1/7) ent-
steht. Wie man dieses Operationen an Beispielen durchfiihrt, also Ergebnisse berechnet, ist Teil
des aktuellen Ubungsblattes.



Die Veranschaulichung der Operationen +, -, —, / als geometrische Operationen in der kom-
plexen Ebene (die reelle Ebene mit der zusitzlichen Multiplikation der Tupel (x, y) aus Real- und
Imaginarteil) ist fiir das Verstdndnis (und die Bewaltigung der Klausuraufgaben zu komplexen
Zahlen) unentbehrlich.

Was auch unentbehrlich ist, ist zu lernen, nicht alles auszurechnen, das ist zwar in der Schu-
le angesagt, aber in der Realitdt weder gefragt noch teilweise moglich. Insbesondere sind die
gegebenen Daten (reelle oder komplexe Zahlen) meist fehlerbehaftet, da sie aus Messungen re-
sultieren. Nette ganze Zahlen und ganzzahlige Rechenergebnisse sind dort fast nie zu finden.
Fiir viele Aussagen geniigen grobe Abschitzungen.

Als Beispiele vier Aufgaben zu den komplexen Zahlen aus alten Klausuren. Die erste Aufgabe
ist die Bewertung der Aussage, dass fiir allez € C

R(2%) < (R@)). (19)

Man probiert zuerst meist aus, das Gegenteil zu zeigen, dazu nimmt man ein paar ,zufalli-
ge” Werte, also z. B. z =1, —1,i,—i,1 4 i oder so. Man wird sehen, dass diese Aussage immer
stimmt. Also sollte man sie allgemein beweisen konnen. Wir haben zwei allgemeine Darstellun-
gen/Anschauungen komplexer Zahlen: Die als Vektoren in der Ebene oder mittels Polarkoordi-
naten.

Hier zeigt sich, trotz der Multiplikation (Quadrieren), dass die erste Darstellung die angepas-
stere ist. Es gilt

z=a-+1ib, a,beR, (20)
7> = (a + ib)(a + ib) = a* + (ib)* + 2iab = a* — b* + i2ab. (21)

Der Vergleich der Realteile beider Seiten lautet
a? — b < a?, (22)

eine Aussage, welche fiir beliebige reelle Zahlen a, b immer erfiillt ist.
Nattirlich kann man den Beweis auch in der Polarkoordinatendarstellung fithren:

z=re, 2% =r%?, (23)
der Vergleich der beiden Realteile lduft also auf den Vergleich zweier Kosinus-Ausdriicke hinaus,
1? cos(2¢) < (rcos(¢))* = 1* cos*(¢), (24)

welches sich dank einer Division durch 7 (fiir r = 0 ist die Aussage trivial) und Anwendung der
Additionstheoreme umschreiben ldsst in

cos?(¢) — sin*(¢) < cos*(¢), (25)

eine auch klarerweise wahre Aussage. Dazu muss man aber die Additionstheoreme kénnen (oder
sich aus der Euler-Formel schnell wieder herleiten).
Die zweite Aufgabe aus einer alten Klausur basierte auf den komplexen Zahlen

1 i
z1:=1—1i, zp:=—4+—. 26
Zu bewerten war die Aussage, ob
128 — 28| > 10 (27)

gelte. Nattirlich kann man die Zahlen einfach ausrechnen und damit dann den Absolutbetrag
berechnen. Man kann auch geometrisch vorgehen und die Lage der beiden Zahlen ungefihr



bestimmen. Am einfachsten ist die Aussage aber zu bewerten, wenn man sich nur die Radien
anschaut, es gilt

n=lzl=v12+12= V2, (28)

i () ()

Die Radien von {z8}? ; sind demnach

8
= (21/2) =2t=16, B=1. (30)

Damit muss man von dem Kreis mit Radius 16 um hochstens 1 abweichen, was als kleinsten
Kreis einen mit Radius 15 ergibt, welcher deutlich ausserhalb einem mit Radius 10 liegt. Also ist
die Behauptung eine wahre Aussage.

Eine dritte Klausuraufgabe war es, zu bewerten, ob aus

R(z) > 1 (31)
die Implikation
N2 > 1 (32)
folgt.
Da
z=a+ib und z®>=a®—0b>+i2ab (33)

gilt, muss man nur |b| gross genug wéhlen, z. B.a =2, b = 2 und erhilt
R =a=2>1, RE)=a*-0=22-2"=0<1 (34)

Also ist die Behauptung eine falsche Aussage.
Die néchste Aufgabe war aufgrund von Schreibfehlern so in keiner Klausur enthalten, sie
sollte aber wie folgt lauten. Seien die beiden komplexen Zahlen

Z1 = \ﬁ—F l\/i, Zp =

+i (35)

Sl -
S -

definiert. Gilt dann
RN +7z1) =12 (36)

Diese Frage bewertet man am einfachsten anhand einer Skizze, in der Anleitung geschehen. Hier
folgt ein rechnerischer Versuch, die gezeigten/gezeichneten Schritte zu veranschaulichen.

Die Polardarstellung der beiden komplexen Zahlen l&sst sich schnell an einer Skizze ablesen,
es gilt (unter Auslassung des Termes 27k, k € Z)

21 =267, zp=1-¢'1. (37)
Daraus folgt (Winkeladdition), dass
;1 + 171
V2 V2

Die Konjugation (Spiegelung an der reellen Geraden) ergibt

B= (165’ =1.6% = (38)

=2 =v2-iV2. (39)

Die Summation der Zahlen entspricht zeichnerisch also gerade der Vektoraddition eines Vektors
der Lange Eins in Richtung (—1,1)T und eines Vektors der Linge 2 in Richtung (1, —1)T. Damit



ist das Ergebnis ein Vektor der Lange Eins in Richtung (1, —1)7. Es handelt sich beim Ergebnis
also um eine komplexe Zahl mit Lange Eins und einem Nichtnull-Imaginérteil, also

4z =a+ib, a®+b =1, b#0. (40)

Damit ist die Behauptung, dass der Realteil des Ergebnisses, also a, gleich Eins sei, nicht mehr
erfiillbar.

Man konnte natiirlich alles explizit ausrechnen, aber hier sollte der einfachere geometrische
Weg veranschaulicht werden, und daher wurden viele Grofien nicht genau ausgerechnet.

1.4 Funktionen

Eine Relation ist eine Teilmenge des kartesischen Produktes zweier Mengen, hier meist R x R
oder D x R mit D C R, also eine Teilmenge der reellen Ebene. Beispiele: x < y als Relation ist
assoziiert mit der Teilmenge

T< ={(x,y) : x,yeR, x <y} (41)

Der Einheitskreis ist eine Teilmenge der Ebene, also eine Relation. Die Koordinaten (x, y) stehen
in der Relation x* + y*> = 1.

Eine Funktion ist eine spezielle Form der Relation, hier wird jedem Element x auf der linken
Seite (Linkstotalitdt) ein eindeutiges Element y auf der rechten Seite zugeordnet (Rechtseindeu-
tigkeit). Inmer, wenn diese Eigenschaften erfiillt sind, kann man sich die Zuordnung als Funkti-
onsvorschrift vorstellen, daher die Notation

f:DCR—R, (42)
fix—y=f). (43)

Die Eigenschaften, welche eine Funktion definieren, also, dass sie als Relation linkstotal und
rechtseindeutig ist, klingen geradezu danach, dass auch die Eigenschaften ,rechtstotal” und
Jinkseindeutig” interessant sein konnten, und sind klarerweise notwendig, um die Relation als
Jinverse” Funktion f -1. y — x aufzufassen.

Dass eine Funktion linkseindeutig ist, bedeutet, dass

y=f(x)=f(x) = x1=x, (44)
oder, dquivalent dazu, das verschiedene Argumente immer verschiedene Funktionswerte haben,
x#x =y =f(a)# f(x) =y (45)

Man nennt solche Funktionen meist injektiv anstatt linkseindeutig, den Begriff linkseindeutig
verwendet man eher fiir Relationen. Den Begriff ,injektiv” sollte man sich merken, da dieses
die international gebrduchliche Bezeichnung ist. (Blode Merkregel: Injektionen bekommt man an
einer eindeutigen Stelle des Korpers, nicht an mehreren.)

Dass eine Funktion rechtstotal ist, bedeutet, dass

Vydx:y=f(x). (46)

Man nennt solche Funktionen meist surjektiv anstatt rechtstotal, den Begriff rechtstotal verwendet
man eher fiir Relationen. Den Begriff ,surjektiv” sollte man sich merken, da dieses die interna-
tional gebrduchliche Bezeichnung ist.

Wenn eine Funktion injektiv und surjektiv ist, ist sie gleichzeitig eine Funktion der Werte in
die Argumente, also eine Funktion in inverser Richtung, damit eine Funktion in beide Richtun-
gen. Diese ,umkehrbaren” Funktionen werden ,bijektiv” genannt. Diese eigentlich der Analysis
entstammenden Begriffe korrespondieren im Bereich der linearen Algebra spater direkt mit alge-
braischen Begrifflichkeiten, also sollte man sich diese merken.



Die Begriffe stammen wohl aus dem Franzosischen, auf Wikipedia wird vermutet, von dem
Autorenkollektiv Nicolas Bourbaki. Beispiele dazu sind die Relationen zwischen Menschen und
(rechtem) Daumenabdruck, Menschen und Personalausweisnummern. Man veranschauliche sich:
Warum sind der Kosinus und der Sinus Funktionen? Woher kommen sie?

Apropos Begriffe: Spéter in der Vorlesung , Lineare Algebra” werden Sie den Begriff der ,,Ab-
bildung” kennenlernen, welcher eigentlich nichts anderes als der begriff der ,Funktion” ist. Die-
se synonym verwendeten Begriffe haben verschiedene historische Kontexte. In der Vorlesung
,Lineare Algebra” spricht man meist von (linearen) Abbildungen, in der Vorlesung ,, Analysis”
hingegen von Funktionen.

2 Anleitung vom 12.11.2010

Themen der Anleitung sind allgemein Vektoren im zwei- und dreidimensionalen Anschauungs-
raum. Eng verwandt mit Vektoren ist der Begriff der Linearkombination und der Frage nach
der ,Kombinierbarkeit” gegebener Vektoren zu einem gesuchten Vektor. Es werden die Begriffe
der orthogonalen Projektion, des Skalarproduktes und der Orthogonalitdt besprochen. Im dreidi-
mensionalen Fall werden das Kreuzprodukt und das Spatprodukt definiert; im Zusammenhang
mit diesen Produkten wird die Berechnung von Flachen und Volumina angesprochen. Deswei-
teren geben wir einige Details zu Punkten, Geraden und Ebenen im R? und R3 sowie Schnitten
derselben und Abstdnden zwischen ihnen.

2.1 Orthogonalitit

Definition von Vektoren (Schule: Lange mit Richtung, modelliert als Pfeil; Uni: Anzahl von Kom-
ponenten, welche nach gewisssen spéter sauber behandelten Gesetzen , verdandert”, z. B. addiert,
werden kénnen). Anschauung von Vektoren im R”, n = 2,3. Addition. Der Begriff der Linear-
kombination. Der Begriff der Liange (basierend auf dem Satz des Pythagoras). Der Begriff der
Orthogonalitit. Definition des Skalarproduktes (im R”" fiir n = 2,3 und spéter sogar allgemei-
ne n € N). Definition des Kreuzproduktes (nur im R®) und des Spatproduktes (nur im R3, da
basierend auf dem Kreuzprodukt).
Das Skalarprodukt im R”, n = 2, 3 ist definiert als

(a,b) := |a] - |b] cos(L(a, b)). (47)

Diese Definition benétigt man spéater nur zur Berechnung von Winkeln. Besser ist die im Skript
bewiesene Aussage

(a,b) = iﬂibi, (48)
i1

welche im allgemeinen R" als Definition des Standard-Skalarproduktes herangezogen wird und
nur fiir n = 3 aus der obigen Definition hergeleitet wird. Was man aber an der Definition auch
ohne die fiir die Berechnung schénere Darstellung sofort abliest, ist aufgrund von cos(0) = 1 die
auch fiir allgemeines 7 € N und allgemeines a € R" giiltige Gleichheit

(@,a)=|aP = ¥ a2, (49)
i=1

Zwei Vektoren im R? oder R® sind genau dann senkrecht zueinander, wenn der Kosinus des
Winkels zwischen ihnen gleich Null ist. Damit ist dann aber das Skalarprodukt gleich Null. Ein
einfacher Test, ob zwei Vektoren senkrecht stehen, ist die Berechnung des Skalarproduktes mittels
der umgeschriebenen Variante:

a:G), b:<_?>7 (a,b)=1-2-2.1=0, (50)



also stehen die beiden Vektoren a,b aus dem R? aufeinander senkrecht. Anschaulich ist das
natiirlich sofort klar. Im R? ist zu (x,y)? immer (—y,x)" senkrecht. Wenn Vektoren senkrecht
aufeinander stehen, so nennt man sie auch orthogonal. Diese Orthogonalitit hat viele Anwen-
dungen und ist eine der Hauptbegriffe der Linearen Algebra. Zur eben verwendeten Notation:
Ein nachgefiihrtes oben stehendes T nennet sich ,Transponation” und bedeutet, dass die durch
Kommata getrennten in den Klammern stehenden Ausdriicke tibereinander in den Klammern
stehen sollen, also die Komponenten eines Vektors sind. Es gilt also z. B.

X

xy2'=|y]|. (51)
Z

Wie man leicht sieht, hat die Schreibweise mit dem T den Vorteil, besser in den Text zu passen.

Eine Anwendung des Skalarproduktes liegt in der Projektion (z. B. bei der orthogonalen Zer-
legung von Kriften): Projiziere a auf die Richtung von b. Die Richtung von b kann man durch
jedes Nichtnull-Vielfache von b beschreiben, um die Skalierung einfacher zu gestalten, wahlt
man einen Vektor in die Richtung von b mit der Lange Eins. Diesen berechnet man geméfs (siehe
die in der Anleitung gegebene Zeichnung)

b_ b (52)

ol \/(b,b)
Nun mochte man einen gegebenen Vektor a4 aus dem selben Raum in die Richtung von b
projizieren. Zeichnerisch ist klar, dass die Lange des entstehenden Vektors durch |a| cos(Z(a, b))

gegeben ist. Damit haben wir die Linge und die Richtung und kénnen den Gesamtvektor kon-
struieren: )

V/(b,5)

Wie vorher wird man niemals einen Winkel ausrechnen, wenn man nicht muss. Daher driickt
man die Lange durch das Skalarprodukt aus und erhalt

Pya = |a| cos(£(a, b)) (53)

(a,b) b

b] \/(b,b)"

Die Linge beschreibt man wieder als Wurzel des Skalarproduktes und fasst die Wurzelterme
zZusammen,

Pbﬂ =

(54)

(@.0), _ Liatibiy 55
6.5 " T )

Oft hat man zwei (linear unabhéngige) Vektoren im R?, welche z. B. die Richtungsvektoren
einer Ebene sind, und mo6chte einen dazu senkrecht stehenden finden (z. B. um einen Einheitsnor-
malvektor zu finden). Um solch einen senkrecht auf zwei gegebenen Vektoren stehenden Vektor
im R3 zu erhalten, kann man einfach das Kreuzprodukt verwenden.

Kreuzprodukt (nur im R® definiert). Das Kreuzprodukt a x b € R® zweier Vektoren a,b € R3
ist definiert durch die folgenden drei Eigenschaften:

Pbﬂ =

1. |axb| = |a|-|b| - |sin(Z(a,b))|,
2.axbla,b,

3. (a,b,a x b) bilden ein Rechtssystem.
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Es kann in Komponenten ausgedriickt werden mittels

axb=]al|-|b| sin(L(a,b))-e, e Llab, |e]=1, (56)
axbz — azby
= 113b1 — a1b3 (57)
lllbz —llzbl
e1 e 63 e m by
=|d1 dy daz| = |ey dy bz . (58)

bl bz Z’J3 €3 a3 b3

Hierbei ist der Vektor e ein auf Lange Eins normierter Vektor (|e| = 1), der mit den Vektoren a,b
ein Rechtssystem (a, b, ¢) bildet. Die senkrechten Striche an dem quadratischen Zahlen-Tableau
(der Matrix) bedeuten, dass die Determinante der Matrix zu berechnen ist (siehe Skript).

Das Kreuzprodukt ist eine niitzliche Sache im R3 und kann nicht in natiirlicher einfacher
nutzbringender Weise auf den allgemeinen R" verallgemeinert werden. Das Kreuzprodukt sollte
man nicht mit dem kartesischen Produkt verwechseln, beide haben das selbe Multiplikationszei-
chen, aber das Kreuzprodukt ordnet zwei Vektoren des R® einen Vektor des R?® zu, wohingegen
das kartesische Produkt zwei Mengen eine neue Menge zuordnet.

Auf dem Kreuzprodukt basiert das daher ebenfalls nur fiir den R* definierte Spatprodukt,

(axb,c). (59)

Das Spatprodukt bildet drei Vektoren des R* auf eine reelle Zahl ab, deren Betrag die Grofe des
Spates (Parallelepipeds), welcher von diesen drei Vektoren erzeugt wird (Bild), darstellt, und
deren Vorzeichen angibt, ob das System (a,b,c) der Vektoren ein Rechtssystem (Vorzeichen +)
oder ein Linkssystem (Vorzeichen —) ist.

Zusammengefasst haben wir somit die folgenden , Produkte” kennengelernt:

() :R*xXR" >R, (Skalarprodukt)
<'7 > : (Ll,b) —zZ= <ﬂ7b>

x :R® x R® — R?, (Kreuzprodukt)
x:(a,b)y—~z=axb
= (a2b3 — asby, a3by — a1bs, 162 — axby)",
(-x-):R*xR3xR® >R, (Spatprodukt)
(+x-)y:(a,b,c)—~z={axb,c)
(a2b3 — azby)cr + (azby — arbz)ca + (a1by — azby)cs

ay b1 C1
= |d2 bz C2 :j:Vol(a,b,c).
as b3 C3

Genaugenommen haben wir vorher auch noch das , komplexe Produkt” -¢ auf dem R? kennen-
gelernt:

¢ :R* xR? - R?, (komplexes Produkt)
ci(@b)—z=a-cb
= (m1b1 — azba, a1 by + a2b1)".

In dieser Darstellung verwenden wir die auf Gaufs und Argand zurtickgehende Identifikation
des C mit R?, wobei die erste (horizontale) Achse dem Realteil und die zweite (vertikale) Achse
dem Imaginérteil der komplexen Zahl entspricht, welche als Punkt in der Ebene dargestellt wird.
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Normalerweise versteht man unter einer Addition oder Multiplikation (und damit unter ei-
nem Produkt) etwas, was die folgenden vier Rechenregeln erfiillt. Da ,,Dinge” (ergo, algebraische
Strukturen) mit diesen Eigenschaften haufig auftauchen, hier die Definition einer sogenannten
(abelschen) Gruppe.

DEFINITION (ABELSCHE GRUPPE). Eine abelsche Gruppe ist eine Menge G mit einer Verkniipfung

J GxG — G

o.{ (@.h) — goh=w (60)

so dass
(gohyow=go(how) Vg hweGQG, (Assoziativitit)
JeeG:hoe=eoh=h VheQG, (neutrales Element)
VheGdweG:how=e, (~h:=w oder h':=w), (Inverse)
goh=hog. (Kommutativitat)
Man spricht dann von der abelschen Gruppe (G, o). O

Wenn das letzte Axiom, das der Kommutativitét, nicht erfiillt ist, spricht man auch einfach von
einer Gruppe. In abelschen, also komutativen Gruppen wird die Verkniipfung meist als Addition
mit o = + gekennzeichnet und das neutrale Element als Nullelement e = 0 bezeichnet. Ist die
Gruppe nicht notwendig abelsch, so wird héiufig die Verkniipfung als Multiplikation mit o = -
und das neutrale Element als Einselement ¢ = 1 bezeichnet. Das inverse Element wird dann wie
oben in der Definition angegeben additiv oder multiplikativ geschrieben. Das ist der Punkt, wo
die ,Operationen” Subtraktion und Division ihren Ursprung haben.

Bekannte Beispiele abelscher Gruppen sind (Z, +), (Q, +), (R, +), (C, +), (Q*, ), (R*,-), (C*,-),
(R%,+), (R%,+) und zu guter Letzt (R",+), n € N. Man sieht also, ziemlich viele bekannte Din-
ge sind abelsche Gruppen. Im zweiten Semester werden wir uns dann auch mit nicht abelschen
Gruppen herumschlagen, also Gruppen, in denen a - b # b - a vorkommt. Ausserdem gibt es ja
oft in einer algebraischen Struktur zwei Verkniipfungen, eine Addition und eine Multiplikati-
on, und eventuell noch mehrere andere. Diese axiomatisch zu beschreiben ist ein Anliegen der
(reinen) Mathematik und dient dem angewandten Mathematiker und dem Ingenieur als (reines)
Hilfsmittel.

2.2 GeometrieimR", n =23

Der Fldcheninhalt eines Parallelogrammes lédsst sich leicht berechnen mittels F = |u X v|. Das
liegt an der Definition des Kreuzproduktes zusammen mit der Herleitung einer Formel fiir den
Flacheninhalt eines Parallelogrammes iiber den Satz von Cavalieri. Der Flicheninhalt berech-
net sich aus Breite mal Hohe. Man nehme eine Seite (0BdA? die durch u erzeugte) als Grund-
seite, die Breite ist die Lange des Vektors (also |u|), und berechne die Hohe tiber den einge-
schlossenen Winkel mittels des Sinus (Ldnge der Hypotenuse mal Sinus des Winkels), also z. B.
h=|v|-|sin(£(u,v))|. Insgesamt gilt demnach F = |u] - |v] - | sin(£(u,v))|, also erhilt man dieselbe
Zahl aus dem Absolutbetrag des Kreuzproduktes. Will man das Kreuzprodukt auch als Mittel
zur Berechnung im R? heranziehen, so muss man die Vektoren des R? (in nicht eindeutiger Wei-
se) in den R3 einbetten. Z. B. kénnte man unten Nullen einfiigen und erhilt so ein Vielfaches des
letzten Einheitsvektors e3.

Das Volumen eines Spates ldsst sich leicht berechnen mittels V = |(u x v, w)| = | det(u, v, w)|.
Fiir das Volumen V eines Spates gilt (Prinzip von Cavalieri)

V=F-h, (61)

20hne Beschrankung der Allgemeinheit.
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wobei F die Grofie der Grundfldche bezeichnet und /i die Hohe. Die Grundfldche ist das von v
und w aufgespannte Parallelogramm und hat nach vorherigen Betrachtungen die Grofie |u x v| =
|u] - o] - | sin(£(u, v))|. Um die Hohe zu erhalten, muss der dritte Vektor auf eine senkrecht zur
Grundfldche stehenden Vektor projiziert werden. Dazu bietet sich der aus dem Kreuzprodukt
erhaltene Vektor u x v an, der ja gerade senkrecht auf diesen beiden Vektoren, also auch auf der
aufgespannten Ebene und damit auch der Grundfldche steht. Die Lange der Projektion, also die

Hohe, berechnet sich zu
uXov
h=|{ —— . 2
) “
Fiir das Volumen gilt also
V:F-h:|u><v~‘<Z§z|,w>‘:|<uxv,w>|. (63)

Wer sich jetzt fragt, wozu man die orthogonale Projektion benétigt, der solle sich den folgen-
den Teil tiber Geraden und Ebenen bereits einmal anschauen. Er enthélt geometrische Normal-
formen von Geraden und Ebenen (und Punkten) und die Berechnung von Abstdnden zwischen
ihnen.

Berechnet werden konnen bei geeigneter Darstellung der Geraden, Ebenen usw. recht einfach
die Abstinde zwischen Punkten, Geraden und Ebenen und die Schnitte von Ebenen.

Eine Anmerkung zu den folgenden Beschreibungen von Geraden und Ebenen: Wir lassen oft
die ,duflferen” Bedingungen an x weg, statt z. B. fiir die durch zwei Vektoren a,r € R2 definierte

Gerade g zu schreiben
X 2 X
= eR =a+Ar, NER;, 64
g { <y> ’ (V) } (64

schreiben wir der Einfachheit halber nur
X
<y> =a+Axr, MER. (65)

Die Geradenbeschreibung erfolgt mittels Richtungs- und Normalenvektoren, bei Ebenen dito.
Wir beginnen mit Geraden im R2. Eine Gerade ist (in der Schulversion) beispielsweise gegeben
durch die Menge aller Punkte (x, y)T mit

2x+3y =5. (66)
Meist verwendet man in der Schule die explizite Form mit ,Steigung” und ,y-Achsenabschnitt”,

2 5
y——gx—l— 3 (67)

Diese Form schliefit in unnatiirlicher Weise (z. B.) die Gerade
1x+0y=5 (68)

aus, welche eine horizontale Linie bei x = 5 darstellt. Wir verwenden nur die Form einer Glei-
chung, wobei die Unbekannten auf der einen, die Konstanten auf der anderen Seite stehen.

Mathematisch gesehen ist die Gleichungsbedingung eine Bedingung an die Punkte des R?,
die alle bis auf die Punkte auf einer Geraden, also einer zum R! = R dquivalenten Menge, aus-
siebt. Die ,Dimension” dieser Menge ist im Allgemeinen spéter gegeben als die Dimension des
Raumes, also # fiir den R”, minus die Anzahl der verschiedenen Bedingungen, also hier2 —1=1.

Eine andere Formulierung ist gegeben durch einen Punkt auf der Geraden, im Beispiel liest
man schnell den Punkt mit dem Ortsvektor a = (1,1)7 als zur Geraden gehorig ab, da

2:1+3-1=5, (69)
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und einen Vektor, der die Richtung der Geraden angibt, zu berechnen iiber zwei verschiedene
Punkte auf der Geraden, als Beispiel neben dem Punkt A mit Ortsvektor a = (1,1)T der Punkt B

mit Ortsvektor 5
p=( 4 , oder b= (5) , oder b=(2). (70)
-1 s 0

Die Differenz zweier Ortsvektoren ist ein Vektor in Richtung der Geraden, wir wahlen das erste

b, damit gilt
4 1 3
o= () -(0)= () &

Nun lasst sich jeder Punkt auf dieser Geraden erreichen durch den Ortsvektor, der entsteht, wenn
wir erst auf die Gerade gehen und dann entlang der Richtung der Geraden, also mittels

x_a+A(b—a)_G>+A<_g>, AER. 72)

r=(3) 73)

und seine Nichtnull-Vielfachen sind sogenannte Richtungsvektoren der Geraden. Alternativ kann
man eine Richtung im R? durch Angabe eines senkrecht dazu stehenden Vektors beschreiben,
eines Normalenvektors. Laut vorherigem ist ein solcher Vektor (festgelegt nur bis auf Nichtnull-
Vielfache) der Vektor
2
n:= <3) . (74)

Dieser Normalenvektor lédsst sich aber ohne weiteres direkt an der Gleichung (66) ablesen,
denn es gilt mit dem eben definierten n offensichtlich

<n, (;)> —=2x+3y =5. (75)

Der Beweis, dass der abgelesene Vektor n der Normalenvektor ist, erfolgt tiber die Verwendung
der Ortsvektoren a, b zweier beliebiger verschiedener Punkte auf der Geraden und der Geraden-
gleichung, da

Der Vektor

(n,b) =5, (76a)
(n,a) =5, (76b)
= (n,b—a)=(n,r)=0. (76¢)

Der Vektor 7 := b — a ist von Null verschieden und ein Richtungsvektor, also steht der abgelesene
Vektor n auf dem (jedem) so berechneten Richtungsvektor senkrecht, ist also ein Normalenvektor.
Die Form mit dem Skalarprodukt und dem normierten Normalenvektor

Al
ist die sogenannte Hessesche Normalform, in LA meist geschrieben als
(n°,x —a) =0, (78)
in der Literatur meist in der Form
(n',x) =d (= (n".a)). (79)

Der Abstand zwischen einem Punkt und einer Geraden kann am Besten mittels der Hesse-
schen Normalform ermittelt werden. Sei dazu z. B. P ein Punkt mit dem Ortsvektor p = (1,2)7.
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Dann ist nach dem Satz von Pythagoras der Abstand gegeben durch die Lange der Projektion
von p — a auf die Richtung von , also durch

v H(O-E)

Damit ist das oben gegebene d = (1n°,a) der Abstand der Geraden zum Nullpunkt.
Winkel zwischen Geraden im R? kénnen mittels der Richtungs- oder Normalenvektoren be-
stimmt werden,

<0, ZU> = |Z)| : ‘ZU| - cos(£(v, w)), (81a)
(0,w)
cos(£(v,w)) = , (81b)
] - |eo]
(v,0) )
(v, w) = arccos ( . (81c)
o] - |e]
Diese Gleichung gilt auch fiir sich sich schneidende Geraden im R".
Jetzt die Ebenen im R3. Diese lassen sich iiber die Angabe einer Gleichung
1x 422, 4+3x3 =6 (82)

beschreiben. Hier gilt wieder: die Dimensionalitdt (Ebene, 2) des Objektes ist die Dimension
des Raumes (3) minus die Anzahl der verschiedenen Bedingungen (hier 1) an die drei Punkte
(x1, X2, x3), also an die Vektoren des R3. Keine Bedingung ist z. B.

0x1 4+ 0xp + 0x3 =0, (83)
da alle Vektoren des R> diese Gleichung erfiillen, und auch
Ox14+0x, +0x3=1 (84)

ist keine Bedingung, da diese Gleichung nicht erfiillbar ist. Der Grund ist die , Haufung von Null”
auf der linken Seite.
Man sieht schnell, dass z. B. der Ortsvektor a = (1,1,1)" auf die Ebene fiihrt, denn

1-142-1+3-1=6. (85)

Jetzt kann man zwei weitere Punkte auf der Ebene identifizieren (da ja bekanntlich drei Punkte
eine Ebene eindeutig beschreiben, nicht umsonst haben Stithle mindestens drei und nicht zwei

Beine), wir wihlen
0 0
b=13 und ¢c=|0]. (86)
0 2

Eine Punkt-Richtungsform erhélt man nun durch Angabe eines Ortsvektors, z. B. 2 und zweier
in der Ebene liegender Richtungen, wir wahlen

0—-1 -1
rn:=b—a=\(3-1|= 2 (87)
0-1 -1
0—-1 -1
rn=c—a=[0-1)=-1]. (88)
2—-1 1

x=a+Ar1+pra, A p€ER, (89)

und

Damit gilt dann
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oder in ausgeschriebener Form

1 -1 -1
x=|1]+A 21 4+pl -1, MNpeR. (90)
1 -1 1

Alternativ kann man wieder einen senkrecht zur Ebene stehenden Vektor n verwenden, um
die Ausrichtung der Ebene im Raum eindeutig zu charakterisieren. Fiir diese Zwecke bietet sich
das Kreuzprodukt an,

-1 -1 2— 1 1
n:i=r3 Xr= 2| x| -1)]=[1—-=-1]=(2]. 91)
-1 1 1--2 3

Erstaunlicherweise haben wir wieder den ,,ablesbaren” Vektor berechnet ...

Allgemein ist es auch fiir Ebenen so, dass der ablesbare Vektor ein Normalenvektor ist, der
Beweis ist analog zu dem fiir die Geraden. Es gilt mit dem eben berechneten/abgelesenen # ja
offensichtlich fiir alle Punkte der Ebene mit Ortsvektor x

(n,x) =6. 92)

Nun kann man ja drei beliebige (verschiedene) Punkte mit Ortsvektoren a,b,c € R3 nehmen,
welche die Geradengleichungen erfiillen und mittels Subtraktion Vektoren generieren, welche in
der Ebene liegen und somit Richtungsvektoren sind,

(n,a) =6, (93a)
(n,b) =6, (93b)
(n,c) =6, (93¢)
= (n,ry)={n,b—a)=0, (93d)
= (n,rn)=Mn,c—a)=0 (93e)

Also steht der abgelesene Vektor n auf allen moglichen Richtungsvektoren senkrecht, ist also
bereits ein Normalenvektor. Meist nimmt man die normalisierte Variante des Einheitsnormalen-
vektors

0 n 1 !
n = Tl = Jii ; (94)
und bastelt sich die Hessesche Normalform gemafs
(n’,x —a) =0. (95)
Der Abstand eines Punktes mit Ortsvektor p, z. B.
0
p=1-1 (=a—n, (96)
-2

ist wieder durch den Betrag von

14

1 -1
0 ., _L _ _ = _ - _
<1’l 7p ﬂ> - \/ﬁ < g ) _; > \/ﬁ 14 |1’l|, (97)

also wie erwartet, durch |n| gegeben.
Geraden im R® kann man gut mittels einer Punkt-Richtungs-Form darstellen,

g={x=a+Xr}, arcR. (98)
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Eine Aufgabe aus einer alten Klausur: Es geht um die Bewertung der Aussage, dass der Ab-

stand der beiden Geraden
1 0
gri=<x=12]4+A[0],AeR (99)
3 1
2 1
pi=<¢x=14|+p|0|,neR (100)
2 0

groBer als 3 ist. Hier kann man zwar die Punkte minimalen Abstandes berechnen, und danach
die Lange der Verbindungsstrecke, aber man sieht sofort, dass die Gerade g; durch alle Vektoren

x1 der Gestalt
1
x1=|2],x€R (101)
*1

und die Gerade g, durch alle Vektoren x, der Gestalt

*2
=14 s x ER (102)
2

beschrieben wird. Die Differenz zweier solcher Vektoren ist gegeben durch

*p — 1
Xy — X1 = 2 . (103)
2— *1

Um dessen Lange zu minimieren, kann man in der Definition der Lénge,
2 —x1)? = (k0 — 1> + 22+ 2 — %1)* (104)

die beiden Grofien unabhingig als x, = 1 und % = 2 wahlen und erhilt somit als Differenzen-

vektor und minimale Lange
0 0
2], 2]|=2<3. (105)
0 0

Allgemein? Im Allgemeinen stellt man schnell fest, dass der Abstand minimal wird, wenn die
Verbindungsgerade zwischen den Punkten mit behaupteten minimalem Abstand senkrecht steht
auf den Richtungsvektoren der Geraden. Der Beweis erfolgt iiber den Satz des Pythagoras in der
Ebene aufgespannt durch eine der Geraden und die Verbindungsgerade.

Also bildet man fiir zwei Punkte (i.e., durch feste Wahl von A und [v) die inneren Produkte
mit den beiden Richtungsvektoren und erhilt ein Gleichungssystem mit zwei Unbekannten und
zwei Gleichungen,

(r1,a1 — ap + Ary — furp) =0, (106a)
(rp,a1 —ap + A1 — firy) = 0. (106b)

Zuriick zu dem Beispiel. Im Beispiel ergibt sich fiir A und /i das Gleichungssystem

(EC-E )l o
EFC-E )l o

>/>
o

NN DN
p

_0 O =
o



welches ausgeschrieben lautet

1+A=0, (108a)
-1-p=0. (108b)
Die Losung ist A = —1 und s = —1. Die zugehorigen Punkte {x;}? , auf den jeweiligen Geraden

{gi}2_, haben die Ortsvektoren

00009 -
Q0BG -

und (wie nicht anders zu erwarten war) den Differenzvektor

1 1 0
d=x—-x=[4]-[2]=(2]. 111)
2 2 0

Wieder sieht man, dass der Abstand gleich Zwei, damit kleiner als Drei und die Aussage eine
falsche ist, ein.

2.3 Auswirkungen der Orthogonalitit

Die Orthogonalitdt kann herangezogen werden, um Fille der Gleichheit in der Dreiecksunglei-
chung und der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung (CSU)

|<an>| < |U| ’ |ZU| VU,W,ER” (112)
(ohne Absolutbetrége) zu charakterisieren, welche fiir den R? und R3 schnell aus
(v,w) = |v| - |w| - cos(L(v,w)) und —1<cos(x)<1, x€ER (113)

folgt. Hier ist sehr schon die einfache geometrische Deutung der Lange (,Norm” im R”) und
der Winkel (Skalarprodukt) zu erkennen. Zum besseren Verstandniss der Orthogonalitét gibt es
in Aufgabe 4 vier Teilaufgaben mit Vektoren aus dem R?, daher steht hier jetzt keine weitere
Herleitung dieser Sachverhalte.

3 Anleitung vom 26.11.2010

Themen dieser Anleitung: Allgemeine Vektordume; Unter(vektor)rdume; Linearkombinationen,
lineare Ab- und Unabhingigkeit; Basen, Dimension.
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3.1 Vektorraum

In den meisten Mathematik-Biichern findet sich die folgende Definition eines allgemeinen Vek-
torraumes®: Eine nichtleere Menge V heifit (reeller) Vektorraum, wenn es eine Verkniipfung

VxV — V
—i—.{ wo) — utv=uw (114a)
gibt, so dass (V, +) eine sogenannte abelsche Gruppe ist, d.h., es gelten
u+v)+w=u+@+w) Yuo,welV, (Assoziativitit)
J0eV:v4+0=0+0v=0v Vovey, (Nullelement)
VoeVdweV :v+w=0, (—v:=w), (Inverse)
u+v=v+u, (Kommutativitit)
und eine Verkniipfung
J RxV —
{ Ao) — Ao=uw (116a)
so dass (mit A, ¢ € R und u, v, w € V) die folgenden Vertraglichkeiten sichergestellt sind,
A-p)-o=X(u-0), (Assoziativitit)
A+w-v=Av+pu-o, (Distributivitdtsgesetze)
A@4+w)=A-v+ A w, (Distributivitdtsgesetze)
l-v=mo. (Neutralitat der Eins)

Die Assoziativitdt bewirkt, dass es fiir das Ergebnis egal ist, in welcher Reihenfolge gerechnet
wird, ergo: welche Klammern man weglassen kann. Die Existenz des Nullelementes und der
Inversen bewirken, dass man in diesem abstrakten ,allgemeinen Vektorraum” auch so rechnen
kann wie bisher, man kann also jeden Weg z. B. wieder umkehren.

In der Vorlesung wird statt den beiden Axiomen der Existenz der Null und der Existenz von
Inversen dquivalent die einzelne Forderung

VuveVIxeViut+x=v (Eindeutige Auflosbarkeit)

verwendet. Die Symbolfolge 3! bedeutet dabei ,es existiert genau ein”. Dieses Axiom beschreibt
die ,eindeutige Auflosbarkeit” von ,Gleichungen” in einem Vektorraum, anschaulicher gespro-
chen: Wo man vom Ursprung hin kommt, kommt man auch von jedem anderen Ort hin. Es gibt
also immer eine Moglichkeit der Umkehr.

Da in den 7 Axiomen aus der Vorlesung nicht mehr klar ersichtlich ist, dass es wirklich eine
Null und ein Inverses gibt, ist eine Aufgabe die Herleitung der Existenz und Eindeutigkeit eines
Nullelements aus den gegebenen sieben Axiomen.

Die skalare Multiplikation sichert insbesondere mit der Neutralitidt der Eins die Interpretation
des Aneinanderlegens, Stauchens und Streckens von Vektoren.

Motiviert und abgeleitet sind diese einen Vektorraum definierenden Eigenschaften aus den
,Modellen” des R? und des R3. Der Schritt zum R” ist vom mathematischen her ein kleiner,
statt nur zwei oder drei Eintrdge zuzulassen, ldsst man jetzt einfach allgemeinn =1,2,3,4,5, . ..
Eintrdge zu.

3Es ist klar, dass man, will man moglichst viele (der in den Ingenieurwissenschaften auftretenden) Strukturen mit
gemeinsamen Techniken behandeln, eben mit ,linearer Algebra”, dass man nicht zu viele Forderungen stellen sollte, die
erfiillt sein miissen. Dass es hier dann 8 oder 7 Axiome sind, die einen Vektorraum definieren, und nicht etwa deut-
lich weniger, ergibt sich automatisch, wenn man untersucht, was geschieht, wenn man Axiome wegzulassen versucht.
Eine schone Liste resultierender Gebilde findet sich (in englischer Sprache) unter http://www.math.niu.edu/ rusin/
known-math/99/1in_alg. Leider ist dort aber auch fehlerhaftes: Statt ,no-3: Can’t happen!” sollte dort ,no-3: Set V to the
empty set.” stehen. Warum?
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Die wichtigsten Anderungen scheinen auf den ersten Blick der Verlust jeglicher Interpreta-
tion in der Anschauung (Ebene, Anschauungsraum) und des Kreuzproduktes (und damit des
Spatproduktes) zu sein.

Der Verlust der Anschauung ist gemindert, falls man nur mit einigen Vektoren zu tun hat.
Zwei Vektoren lassen sich (fast) immer als eine Ebene aufspannend auffassen, drei Vektoren (fast)
immer als einen Anschauungsraum aufspannend. Oft hilft diese Vorstellung.

Rechnerisch ist alles immer noch sehr einfach, man benétigt ja nur die komponentenweise
Addition und Multiplikation,

X1 1 X1+ Y1
X2 Y2 X2+ 1o
+1.|= . ) (118a)
Xn Yn Xy + Yn
X1 A X1
X2 A X2
Al L= . . (118b)
Xy, A Xy,

Diese ,endlich langen” Vektoren kann man sogar zu (liberabzéhlbar) ,,unendlich langen” Vek-
toren machen. Damit erhélt man die Funktionenrdume (iiber R), welche erfahrungsgemaf? fiir
Erstsemester eine grofie Hiirde darstellen. In diesen wird die Addition und die skalare Multi-
plikation wieder ,komponentenweise” definiert. Dieses erfolgt nicht wie bei Vektoren, welche ja
auch nur Funktionen

x:{1,2,...,n} - R

sind, wobei die Funktionen eindeutig durch Angabe aller ihrer (endlich vielen) Werte charakte-
risiert werden und die Funktionswerte meist als Komponenten geschrieben werden,

x(@)=x;, i€{1,2,...,n}.

Im Gegensatz dazu wird einfach die folgende Notation verwendet. Sei F die Menge aller Funk-
tionen f : R — R, dann sei die Summe zweier Funktionen und die skalare Multiplikation einer
Funktion , komponentenweise” definiert durch

(f + ) :=f(x)+gx), f,g€F, VxeR, (119a)
AN =A-f(x), fEF, VxeR. (119b)

Mann kann nachrechnen (und sollte das vielleicht auch mal tun), dass dieser ,Funktionenraum”
ein Vektorraum ist.

3.2 Unterraum

Eine Teilmenge W C V eines Vektorraumes V, die selber wieder ein Vektorraum ist, ist ein soge-
nannter Untervektorraum oder kurz Unterraum. Nun mochte man selten nachrechnen, ob auch
alle Axiome fiir einen Vektorraum erfiillt sind. Gliicklicherweise muss man das auch nicht, da
man nur testen muss, ob die Aufldsbarkeit von Gleichungen gegeben ist, oder nach Satz 2.23 der
Vorlesung, ob

uveW = utveW, (120a)
AER, veW = XoveW, (120b)

oder dquivalent dazu, ob sdmtliche Linearkombinationen wieder in W liegen,

MpeER, uyveW = lut+p-veW. (121)
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Die letzte Bedingung untersucht also, ob mit gegebenen Vektoren u,v,w, ... alle ,linearen” Ge-
bilde, also der Nullpunkt (A = 0 = ), Geraden durch Null (z. B. A = 0), Ebenen durch Null
(A~ u+ p-v), hohere Rdume (M - u + i1 - v 4 1 - w etcpp.) in dem potentiellen Unterraum enthal-
ten sind. Um zu testen, ob eine Untermenge eines ,bekannten” Vektorraumes ein Unterraum ist,
verwendet man am besten die beiden Gleichungen (120).

3.3 Linearkombinationen; lineare Abhingigkeit

Wie eben gerade gesehen, sollten mit gewissen Vektoren vy, ...,v, auch immer alle Linearkom-
binationen in einem Unterraum enthalten sein. Damit kann man aber einen Unterraum basteln,
indem man eine Menge von Vektoren nimmt, und alle méglichen Linearkombinationen hinzu-
nimmt. Abhdngig von den gewéhlten Vektoren erhdlt man z. B. den gesamten Raum V oder auch
nur einen Teilraum. Man sagt, dass die Vektoren vy, ...,v, einen Raum aufspannen. Zu einem
gegebenen (endlichdimensionalen) Raum gibt es auch immer ein Erzeugendensystem, d.h., eine
Menge von Vektoren, die diesen Raum aufspannen. Verschiedene Mengen von Vektoren kénnen
ein und denselben Raum aufspannen, z. B. spannen sowohl

1 0
v:=10], vm:i=|1 (122)
0 0
als auch
1 2 3 4 5
wy= 1|, wy=|(1), ws:=|1], wy=1[1]|, ws:=|1 (123)
0 0 0 0 0

denselben Raum, ndmlich den Unterraum des R® gegeben durch alle Vektoren, welche eine Null
in der letzten Komponente haben, alternativ, welche durch die Ebene (e3,x) = 0 definiert sind,
auf.

Um etwas Ordnung einzubringen, bietet es sich an, minimale Erzeugendensysteme zu su-
chen. Dieses soll zuerst am Beispiel geschehen.

Man kann sich schnell {iberzeugen, dass es kein Erzeugendensystem aus nur einem Vektor
bestehend geben kann, welches diese durch Null gehende Ebene aufspannt, da es ja (z. B. be-
rechnet durch das Kreuzprodukt) immer noch einen weiteren auf dem gewdhlten Vektor und
dem dritten Einheitsvektor e; senkrecht stehenden Vektor gibt. Nun ist aber die Auswahl der
Vektoren anscheinend nicht eindeutig, denn mit dem Erzeugendensystem (122) aus zwei Vekto-
ren ist auch die folgende Auswahl von zwei Vektoren ein Erzeugendensystem,

1 1
up= 1|, up:=1-1}1. (124)
0 0

Invariant scheint nur die Anzahl der benétigten Vektoren zu sein. Dass dieses so ist, folgt mit ei-
nigen weiteren Definitionen (linear (un)abhéngig, Basis) und Erkenntnissen aus dem Austausch-
satz von Steinitz (siehe Skript).

Um diese Anzahl zu berechnen, schaut man, ob es moglich ist, einen der gegebenen Vektoren
durch die anderen darzustellen, und damit herauszunehmen. Diese Darstellung ist immer genau
dann moglich, wenn

a1+ v+ -+ v, =0 (125)
gilt, wobei mindestens ein (und damitim Fallv; #0, j =1, ...,r, mindestens zwei) o, j=1,...,7,

ungleich Null ist (sind). Sei o0BAA (Umnummerierung) j = r. Dann gilt

o= — gy —e = 2y (126)

Qy o™

und v, ist bereits in dem von vy, . .., v,_1 erzeugten Raum enthalten.
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Man kann also das Erzeugendensystem immer um einen Vektor reduzieren, wenn es aj, nicht
alle gleich Null gibt, so dass die Linearkombination

o101 + vy + -+ 0u, =0 (127)
der Vektoren vy, . . ., v, das Nullelement ergibt. Das fiihrt auf den Begriff der ,linearen Abhédngig-
keit”. Umgekehrt definiert man die lineare Unabhéngigkeit der Vektoren vy, ..., v, tiber

an o+ 4+, =0 = ag=ap=---=a =0. (128)

Beispiele: Beliebige Vektoren aus dem R”" fiirn =1,2,3, ... basteln, gucken. Ist der Nullvektor
linear abhéngig? Die Funktionen

flz{% : ]53 (129a)
und
R — R
fz:{ ¥ o cos() (129b)

sind linear unabhéngig. Dazu reicht es aus, die lineare Unabhingigkeit in endlich vielen Punkten
nachzuweisen, wir wihlen die Punkte x; = 0 und x, = 7, damit gilt 0°> = 0, cos(0) = 1, 7° = =%,
cos(w) = —1. Statt nachzuweisen, dass

aifi+afr=0 & (fitarfr))x)=0 VxeR (130)
& a4+ azcos(x) =0 VxER = a;=a,=0, (131)

weist man nach, dass
arx®+apcos(x) =0 = aj=a=0 x¢c{0,7},
welches folgendermafien geschieht,

3

a1x3 + axcos(xy) =0
1 2cos(x1) = a=a;=0.

o1x; 4 o cos(xp) =0

Diese Erkenntnis folgt sofort aus der Losung des Gleichungssystemes

a; 03 +ay-(+1) =0,
ap-m o (—1)=0,

denn man sieht in der ersten Zeile (der ersten Gleichung) vorne eine Null, also ist o, bstimmt
durch 0 geteilt durch 1, also gleich Null. Damit ist durch Einsetzen nach der zweiten Zeile auch
a1 = 0.

Wenn fiir gewisse Wahlen von endlich vielen Punkten die Funktionen linear abhéngig sind, so
muss keine lineare Abhédngigkeit der Funktionen vorliegen, als Beispiel seien die Funktionen cos
und sin ausgewdhlt und ausgewertet an beliebigen ganzzahligen Vielfachen von 27. Der Kosinus
ergibt also immer einen Vektor nur aus Einsen (oft in der Literatur mit dem kleinen Buchstaben
e bezeichnet), der Sinus einen Vektor nur aus Nullen (0Bd A mit 0 bezeichnet),

cos(x1) 1 sin(xq) 0
cos(x7) 1 sin(xy) 0

=\|.|=e . =|.|=0, x;=2nk;,k €Z.
cos(xy,) 1 sin(x;,) 0
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Trotzdem (Anschauung) ist der Sinus nicht aus dem Kosinus durch Skalierung mit der Null her-
vorgegangen, der Sinus ist ja nicht die Nullfunktion.

Wenn fiir alle Wahlen von endlich vielen Punkten die Funktionen linear abhingig sind, so gibt
es eventuell so etwas wie eine Funktionalgleichung (Additionstheorem o0.4.), die man ausnutzen
kann, um lineare Abhingigkeit der Funktionen zu zeigen. Ein Standardbeispiel wird konstruiert
unter Verwendung der Funktionalgleichung der Exponentialfunktionen,

a*tV = g% . gY.

Wenn wir jetzt ,die” Exponentialfunktion verwenden und zwar zur Konstruktion der beiden
Funktionen

R — R
81 { [ R (132a)
und
R — R
82 { ¥ = e (132b)
so sieht man sofort, dass
e42+x — 642 Le¥ = ay - er
und mit oy = —1 die beiden Funktionen linear abhéngig sind,

ety =0 VxeER & a;-91+ax-g=0.

Weitere Beispiele fiir lineare Abhangigkeit von Funktionen finden sich in den kommenden Auf-
gaben.

Zwei miteinander verwandte Klausuraufgaben sind wie folgt gegeben. Es seien die vier Funk-
tionen

my(x) := min{x,0}, my(x) := max{x,0},
ma(x):=x und my(x):= |x|

definiert. Erste Aufgabe: gilt die Aussage
span{my,my} = span{ms,my}?

Klarerweise gilt m3 = m; 4+ my und auch my = mp — my (Skizze). Damit ist auch 2m; = mz — my
und 2my = m3 + my. Aus Division durch 2 folgt, dass die Aussage wahr ist.
Zweite Aufgabe: gilt die Aussage

span{my, ms} = span{my,my}?

Nach eben Gezeigtem gilt m3 = 2m, — my und damit my = mz — my = 2my — My — My = My — My,
was man aber auch gleich hitte sehen konnen. Umgekehrt gilt klarerweise m; = m3 — m; und
my = mz — 2m;.

3.4 Basis; Dimension

Offensichtlich ist ein minimales Erzeugendensystem aus linear unabhéngigen Vektoren beschaf-
fen, sonst wire es nach vorherigen Betrachtungen nicht minimal. Die Anzahl dieser Vektoren
ist nur vom Unterraum abhédngig und heifit die Dimension des Raumes, im Beispiel (122) der
Vektoren aus dem R3 ist die Dimension also 2.

Minimale Erzeugendensysteme werden kiirzer als Basis bezeichnet (von dieser ,Basis” ausge-
hend, ldsst sich ja alles in dem Raum durch Linearkombinationen eindeutig erstellen/darstellen).
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Die Eindeutigkeit der Darstellung folgt (siehe Beweis in der Anleitung/Skript) iiber Beweis
durch Widerspruch.
Welche Dimension hat der Raum

span{ml, my, ms, T’I14}7

Auch dieser Raum hat die Dimension Zwei, da nach Vorherigem z. B. m3 und m, sich mittels Li-
nearkombinationen von m; und m, ausdriicken lassen, und die beiden Funktionen m, m, linear
unabhingig sind, da die Auswertung an den Punkten £1 die offensichtlich linear unabhingigen

Vektoren 1) ) 1) 0
mq(— — Mo (—
= (i 0) = (o) o = (2275) = (3)

ergeben. Als Basen kommen nach den vorherigen Betrachtungen (und einer kurzen Uberlegung,
dass keine der Funktionen aus einer der anderen mittels einer Skalierung hervorgegangen sein
kann) unter anderem die vier folgenden Basen in Frage:

(my,myp), (m3,my), (my,mz), (my,my).

Der Begriff der Basis zeigt auf, dass eigentlich alle ,abstrakten” endlichdimensionalen reellen
Vektorrdume (oder Betrachtungen ,abstrakter” reeller Vektorraume, die nur Untervektorrdume,
erzeugt mittels endlich vieler Vektoren, bendtigen) sich durch den R” beschreiben lassen, wobei
n die Dimension des Vektorraumes ist. Das ist der Fall, da man dann zu den Vektoren gebildet
aus den Koeffizienten, die nétig sind, um die Vektoren in einer gewdhlten Basis darzustellen,
tibergehen kann.

Als Beispiel betrachte man die (sogenannten Legendre-)Polynome

Py(x) :=1, (133a)
Py(x) = x, (133b)
Py(x) = %(sz —1), (133¢)
Ps(x) := %(53(3 — 3x). (133d)

Diese sind linear unabhéngig und bilden eine Basis des Unterraumes I3 der Polynome vom
Hochstgrad drei. Wir kennen bereits aus der Vorlesung die Basis der Monome,

I1; := span{1, x, x%, x°},

welche ja gerade in Form von Linearkombinationen in den Polynomen resultieren. Wir zeigen,
dass beide Funktionssatze linear unabhédngig sind, und das beide eine Basis desselben Raumes
bilden.

Um zu zeigen, dass die Monome bis zur Potenz k = 3 eine Basis eines Raumes der Dimension
k +1 = 4 bilden, wihlt man am Besten k + 1 = 4 verschiedene Punkte, hier wihlen wir einfach
xj=je€ {1,2,3,4} und erhalten durch Einsetzen aus der allgemeinen Forderung (beliebiges x € R
im Sinne von fiir alle x € R giiltig) der linearen Unabhangigkeit

a0~1+a1-x+a2-x2+a3'x3:0 = q=a1=ay=a3=0
die spezielle Forderung (j =1, ...,4)

a0-1+a1~xj+a2~x?+a3~x?:0 = aqy=a1=0ay=a3=0,
welche auf ein Gleichungssystem

ap-l1+ar-14+ay- 1+az- 1=0,
ag-1+a1-24+a- 4+a3- 8=0,
040'1+o¢1~3+042- 94—043'27:07
ap-14+a;-44+a-164+a3-64=0,
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mit der eindeutigen Losung a; =0, j = 0,. .., 3 fithrt. Beweis: Subtraktion der ersten Gleichung
von allen anderen fiihrt auf das Gleichungssystem

ag-1+a;-14+a- 1+a3- 1=0,
ay-0+a;-14+a- 3+a3- 7=0,
a0-0+a1-2—|—a2~ 8+Oé3'26:0,
ap-0+a;-34+a-15+a3-63=0.

Erneute Subtraktion des Zweifachen der neuen zweiten Gleichung von der neuen dritten Glei-
chung und des Dreifachen der neuen zweiten Gleichung von der neuen vierten ergibt das Glei-
chungssystem
oap-l+ar-14+a-1+a3- 1=0,
ap-0+a;-14+ax-34+a3- 7=0,
Oéo'0+061'0+042'2+043‘12:0,
ap-04+a1-0+a-6+a3-42=0.

Subtraktion der vorletzten Zeile multipliziert mit 3 von der letzten Zeile ergibt das ,dreieckige”
Gleichungssystem

ag-1+a1-1+a-14+a3- 1=0,

ag-0+a1-1+a-34+a3- 7=0,

OZ()~0+O£1 ~0+a2-2+a3~12:0,

010'04-051'04‘042'0—"0(3' 6 =0.

Nun sollte jeder die eindeutige Losung o; =0, j =0, ..., 3 mittels ,Riickwirtseinsetzen” ablesen
konnen. Anmerkung zu diesen Rechnungen: Das wird spéter alles nochmal sauber, etwas ab-
strakter und, vor allem, algorithmischer behandelt, die Schlagworte dazu sind dann , das Gauf3-
sche Eliminationsverfahren” und ,die LR-Zerlegung”. Hier sollte nur einmal ,auf die harte Tour”
gezeigt werden, wie man lineare Unabhingigkeit nachweist. Dieser Weg ist derjenige, der im
Zweifelsfall (bei guter Wahl der Auswertungsstellen) immer funktioniert.

Genauso kinnte man es im Falle der oben angegebenen Legendre-Polynome machen. Aller-
dings ist es schneller zu zeigen, dass alle Linearkombinationen, die man mit den Monomen be-
kommt, auch im Falle der Legendre-Polynome berechnet werden kdnnen. Dazu zeigt man, dass
man aus den Legendre-Polynomen die Monome basteln kann. Die ersten beiden Basisfunktionen
sind identisch, also ist dort nichts zu zeigen. Das zweite Monom (die dritte Basisfunktion x?) lasst
sich eindeutig mittels des nullten und zweiten Legendre-Polynomes schreiben,

x2:g'Pz(x)nL;Po(x):§~%(3x2—1)+%~1
das dritte Monom lésst sich eindeutig mittels des ersten und dritten Legendre-Polynomes schrei-

ben,
3

=
Damit l4sst sich jede Linearkombination

2 21 3
3_Z.p Pi(x)=Z=.=(5x3 — = . x.
X =g 5 (x) + 1 (x) 5 2(5x 3x)+5 x

3
p(x) = apx® + aqxt + ax® + azx® = Z a;x!
=0

der Monome sofort auch als Linearkombination der Legrendre-Polynome schreiben, es gilt

p() = a0 Po(x) + a1 Py (¥) + (; SICRES Po(x)> o (; Wty Pl(x)> (134)

oder

3
p(x) = BoPo(x) + B Pi(x) + B2 Pa(x) + B3 P3(x) = Y B;Pj(x)
=0

25



Bo = g+ %042, (135a)
Br=ai+ %%, (135b)
b =20 (1350
B3 = gag. (135d)

Dadurch, dass man eine bekannte Basis mit anderen Kandidaten (damit laut Invarianz der Di-
mension gleicher Anzahl an Vektoren) fiir eine Basis ausdriicken kann, gewinnt man die Informa-
tion, dass es sich um eine andere Basis desselben Raumes handelt. Dieser Weg ist oft (insbesondere
mit mehr Erfahrung) der schnellere.

Egal, ob man nun die vier Zahlen a;, j = 0,...,3, oder dquivalent dazu, 3;, j =0,...,3, ver-
wendet, kann man sich ganz im R* wihnen. Die Summe zweier Funktionen und das skalare
Vielfache von Funktionen (die Funktionen werden hier als Vektoren gesehen) ist nichts anderes
als die Addition zweier Vektoren und das skalare Vielfache von Vektoren im R*. Sei ein Polynom
beschrieben durch Wahl von {« j}?:or ein zweites durch Wahl von {& j}?:()' Als Beispiel nehmen
wir

p(x) =0+ 1x +2x* 4+ 3x°

und
px) =1+ 1x + 1% + 1x°,

beschrieben in der Basis der Monome durch die Vektoren

— o

a= , und &=

N
[ -

[6¥]

des R*. Die Summe der beiden Polynome ist
(p+ P)(x) =1 +2x + 3x% +4x°,

entspricht also in der Basis der Monome dem Vektor

= W N =

W N = O
+

—_ =

des R*. Das skalare Vielfache eines Polynomes, z. B. das Zweifache des ersten Polynomes ergibt
das Polynom
2p)(x) = 0+ 2x + 4x* + 6x°

mit dem Vektor der Koeffizienten in der Basis der Monome

0

)

N =N

1
2
3

Genauso ergeben die Vektoren aus den Koeffizienten {3 j}?:o eine Darstellung, als R*, der Sum-

men und skalaren Vielfachen, mithin aller , Vektoren” (Polynome vom Hochstgrad 3) aus dem
Vektorraum.
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4 Anleitung vom 10.12.2010

Themen der Anleitung sind: Allgemeine Skalarprodukte; Orthogonalbasen; Normen; Orthonor-
malbasen; Orthonormalisierung nach Gram und Schmidt; Metriken; der Gaufi-Algorithmus zur
Losung linearer Gleichungssysteme;

4.1 Skalarprodukte: Winkel & Lingen

Motiviert aus den letzten Beobachtungen hat man bei zwei Vektoren ja (fast) immer eine dquiva-
lente Darstellung des aufgespannten Raumes als R?, also als Ebene. Dort, wie auch im R, wel-
cher aus drei (linear unabhédngigen) Vektoren gebildet wird, hat man aber in natiirlicher Weise
ein Skalarprodukt, welches dort tiber die ,,Langen” der , Vektoren” und den ,Winkel” zwischen
ihnen gegeben ist. Was die Interpretation als Vektorraum angeht, so gibt es keinen Unterschied
zwischen dem ,normalen” R® und einem Raum z. B. aus den linear unabhéngigen Funktionen
1, x, x? gebildet.

Hier geht man den umgekehrten Weg. Man kann ja in einfacher Weise , das” Skalarprodukt
im R? und R? analog auf den R" verallgemeinern, indem man die dquivalente Beschreibung in
Komponenten verwendet, nimlich

(x,y) =Y xj-y;. (136)
j=1

Man tiberzeugt sich schnell, dass dabei die ,wesentlichen” Eigenschaften erhalten bleiben. Wel-
che Eigenschaften Mathematiker nach langer Forschung als ,wesentlich” herausgearbeitet ha-
ben, findet sich weiter unten.

Man kann jetzt umgekehrt wieder eine Lange und einen Winkel zwischen allgemeinen Vek-
toren beziiglich dieses Skalarproduktes definieren. Im Anschauungsraum R? galt ja, dass die
Léange eines Vektors beschreibbar war (dank des Satzes des Pythagoras) mit dem Skalarprodukt

wie folgt,
3
= /rx) = | L 2.
j=1

Nun definiert man eine Lange als die Wurzel dieses Skalarproduktes mit sich selbst,

x| ==/ {x,x) = Xn:x? (137)
\| /=1

Nun kann man, wenn man den Raum der Polynome vom Hochstgrad 3 wieder als Beispiel
heranzieht, ja anscheinend zwei verschiedene ,Skalarprodukte” auf diesem {iiber das entspre-
chende Skalarprodukt des R* in der ,,o“-Form oder in der ,,3“-Form definieren.

Das erste ,Skalarprodukt” wére gegeben fiir die Verwendung des , Standard”-Skalarproduktes
in der Monombasis,

3
<p7ﬁ>n3_u = <04764>R4 = Z 04164]
j=0

Das zweite ,Skalarprodukt” wére gegeben fiir die Verwendung des ,Standard”-Skalarproduktes
in der Legendre-Polynom-Basis,

~ 3 ~
<P7ﬁ>H3_3 = <B7B>R4 = 206]6]
j=

Durch die Beschreibung der  in Abhingigkeit von den o in Gleichung (135) sieht man schnell,
dass im Allgemeinen fiir o # 0 oder a3 # 0 sofort

<p7 ﬁ>H3,“ 7& <P7 ﬁ>ns.xi
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folgt. Zum Beispiel liefern die beiden Skalarprodukte verschiedene Ergebnisse, wenn g = p = p
mit ap = a1 = a3 =0, ap =1 gilt, also das Skalarprodukt des Polynomes

q(x) = x*

mit sich selber berechnet werden soll. Die Koeffizienten in der Monombeasis sind gegeben, die in
der Legendre-Polynom-Basis berechnen sich zu

1 2

60257 /81207 /62257 6320

@,q9)m,, =1# g = (;)2 + (g)z = (9,9)m,,,

Die Frage, die sich jetzt stellt, ist, was wollen wir denn nun fiir ,Skalarprodukte” als ,echt” zu-
lassen?

Im Fall des R® wurden ja aus der Definition iiber Lange und Winkel mehrere Eigenschaften
hergeleitet, die gerade nétig waren, um die kiirzere Berechnung und damit Verallgemeinerung
auf den R"” zu ermoglichen.

Allgemein fordert man von einer Abbildung

Es ergibt sich

(,): VXV ->R

die folgenden vier Eigenschaften (u,v,w € V, A € R),

(u+v,w) = (u,w) + (v,w), (Linearitit)
(N-u,0) =X (u,v), (Homogenitét)
(u,v) = (v,u), (Symmetrie)
(v,v) >0 YveV, v#0. (Definitheit)

Sind alle vier Forderungen erfiillt, so bezeichnet man die Abbildung als Skalarprodukt.

Am problematischsten ist die vierte Forderung. Um nachzuweisen, dass eine Abbildung (po-
sitiv) definit ist, muss gezeigt werden, dass sie fiir jedes Argument ungleich Null positiv ist.
Dazu versucht man héufig, die Abbildung als Summe von Quadraten zu schreiben. Ein dafiir
niitzlicher Trick sei am Beispiel der Funktion

g(x,y) = 4x* — 7xy + 4y

vorgefiihrt. Es wére (binomische Formeln) kein Problem gewesen, den Ausdruck als einen qua-
dratischen Term zu schreiben, wenn dort statt der —7 eine +8 gestanden hitte. Allerdings kann
man versuchen, die beiden binomischen Formeln

bi(x,y) = 2x + Zy)2 =4x* 4+ 8xy +4y2 >0

und
ba(x,y) := (2x — 2y)* = 4x* — 8xy +4y*> > 0

herzunehmen und eine Mittelung zu finden, so dass
8(x, y) = arbi(x, ) + c2ba(x, y)
gilt. Diese Mittelung kann man aus dem Gleichungssystem

a1+ a= 1
80&1—80[22—7
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berechnen, es gilt
1 15

041=E>0, OQZE>O,
und damit 1 15
2 2
g(x,y) = 16(2x—|—2y) + 16(29( 2y)= > 0.

Jetzt bleibt zu zeigen, dass der Fall g(x,y) = 0 nur fiir x = y = 0 eintreten kann. Klarerweise
ist g nur dann Null, wenn beide Ausdriicke in den Klammern gleich Null sind, also wenn das
Gleichungssystem

2x+2y =0

2x -2y =0

erfiillt ist. Die eindeutige Losung ist aber gerade x = y = 0.

Nun koénn(t)en wir zeigen, dass die beiden vorher ,Skalarprodukte” genannten Varianten ,,a”
und ,,3” echte Skalarprodukte gemafs der obigen Definition sind.

Jeder, der an etwas Ubung interessiert ist, teste fiir beide Varianten alle vier definierenden
Eigenschaften. Fiir die Neugierigen und Denkfaulen hier ein kleines Resultat, welches nicht Be-
standteil der Anleitung ist, und diesen Aufwand vermeidet:

LEMMA 1: Seien V und W isomorphe Vektorriume, d.h. es gebe eine bijektive Abbildung (einen ,Isomor-
phismus”) T : V. — W mit

Twu+ov)=Tu)+Tww) YuoveV, (Erhalt der Linearitét)
TA-v)=X-T(v) VAeER, VoveV. (Erhalt der Homogenitit)

Sei ein Skalarprodukt (-, -)w in W definiert. Dann definiert
(u,0)y == (T(w), T(v))w (138)
ein Skalarprodukt in V.

BEWEIS. Die Linearitdt und die Homogenitit folgen aus der Kombination der Linearitdt und
Homogenitét des Skalarproduktes im Vektorraum W und des Isomorphismus T. Zuerst die Li-
nearitit, es gilt

(u+ov,w)y = (T(u+0), T(w))w = (T(u) + T(v), T(w))w
= (u,w)y + (v, w)y.

Nun die Homogenitét, es gilt

Au,vyy = (T -u), T@)w = (A Tw), T(v))w
=X (Tw), T@)w = A (u,0)y.

Die Symmetrie folgt aus der Symmetrie des Skalarproduktes in W,
(u,0)y = (T(), T(@))w = (T(v), TW))w = (v, u)v.

Die Definitheit folgt aus der Definitheit des Skalarproduktes in W und der Bijektivitdt von T, es
gilt zumindest (zur besseren Unterscheidung bezeichnen wir hier die
Nullemente/Nullvektoren/Nullfunktionen mit Oy € V und Oy € W)

(v,0)y = (T(©), T())w >0 VT(v) # 0w € W.

Da aber 0y = T~ !(0w) aufgrund der Vektorraumisomorphie gilt, ist das Nullelement 0y, von V
der einzige Vektor, der im Skalarprodukt mit sich selbst Null ergibt. O
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Ein Beispiel eines anderen (fiir Funktionenrdume typischen) Skalarproduktes ist durch

1
(h.0) = [ p@a@x (139)

gegeben. Seien die zugrunde liegenden Funktionen wieder die Polynome vom Hochstgrad drei
(welches die Existenz samtlicher Integrale sichert). Die Linearitdt im ersten Argument folgt aus
der Linearitat des Integrales,

1
(pra) = | (p0)+ ) dx

1 1
= [ peadx+ [ raedx = (p.g) + (r.g).
-1 -1

Die Homogenitit im ersten Argument folgt aus der Homogenitét des Integrales,
1
epa) = [ O p)ae)d
1
=A- /_1 px)g(x)dx = X-(p,q).

Die Symmetrie folgt sofort aus der (punktweisen; d.h. fiir alle x € R giiltigen) Symmetrie der
Multiplikation zweier Funktionen.

Die Definitheit folgt aus der Beobachtung, dass das (elementweise) Produkt eines Polynomes
vom Hochstgrad drei mit sich selber eine nichtnegative Funktion (sogar wieder ein Polynom)
ist, die (Fundamentalsatz der Algebra) hochstens 6 Nullstellen hat oder die Nullfunktion (das
Nullpolynom) ist. Damit ist das Integral fiir alle Nichtnull-Polynome echt grofier als Null.

Hat man ein Skalarprodukt gefunden, so definiert man eine Pseudoldnge, eine sogenannte
Norm eines Vektors, als die Wurzel dieses allgemeinen Skalarproduktes mit sich selbst,

[l 2=/ (%, %) (140)

Die Normen bzgl. des ,,a-, ,3”- und Standard-Skalarproduktes (139) fiir Polynome vom Hochst-
grad drei am Beispiel des Polynomes

q(x) = x*

l9lle = \/{7, D), = V1-1=1,
22 V5
HqHB \/ q q 3 — £y 73?

||q|f:=M=\//_lx2-x2dx=\/[’;5]l_1=@

also alle verschieden. Je nach Art der ,Ldngenmessung” ergibt sich eine andere nichtnegative
Grofle. Aus der Definitheit aller Skalarprodukte folgt aber bereits, dass alle Normen entweder
gleichzeitig gleich Null oder ungleich Null sein miissen.

Aus den vier algebraischen Forderungen an ein Skalarprodukt und die Definition der ,,zu-
geordneten” Norm als Wurzel des Skalarproduktes eines Vektors mit sich selbst folgt bereits die
Giiltigkeit der CSU (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). Damit lassen sich jetzt in strikter Ana-
logie Winkel zwischen Vektoren definieren,

sind also

cos(Z(v,w)) :=

(141)
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Aus dem Beweis der CSU ist klar, dass man dabei nicht die Normen und Skalarprodukte mischen
kann.

Damit definiert ein gegebenes Skalarprodukt bereits in eindeutiger Weise , Langen” (Normen)
von Vektoren und Winkel zwischen zwei Vektoren.

4.2 Orthogonalbasen im Polynomraum

Wir hatten eben festgestellt: ,Damit definiert ein gegebenes Skalarprodukt bereits in eindeutiger
Weise ,Langen” (Normen) von Vektoren und Winkel zwischen zwei Vektoren.”.

Insbesondere kann man jetzt von orthogonalen/senkrechten Vektoren im allgemeinen Vek-
torraum sprechen, im Hinterkopf hat man dabei immer ein gegebenes Skalarprodukt. So sind
die Monome vom Hochstgrad 3 z. B. im ,,a”-Skalarprodukt paarweise orthogonal und die ange-
gebenen ersten vier Legendre-Polynome im ,,3”-Skalarprodukt paarweise orthogonal.

Wir berechnen hier spafieshalber die drei definierten inneren Produkte von Py(x) = 1 und
Py(x) = %(sz — 1). Die Darstellungen in der Monom-Basis ist durch

-1/2
0
3/2 |
0

a(Py) = , a(Py) =

S O O

die Darstellung in der Legendre-Polynom-Basis durch (sic)

B(Po) = , B(P) =

O O O
SO = OO

gegeben. Damit ergeben sich die drei Skalarprodukte zwischen Py und P, wie folgt,

~1/2

0 1
|32/ T
0

)-o

(Py, Py) :[111-%(3x2—1)dx: B(Jﬁ—x)}

(Po, Po)m,, = <

S OOk OO O

(=N o)

<P07 P2>H3.n = <

1
=0.

-1

Also sind die beiden Legendre-Polynome Py und P, beziiglich der beiden letztgenannten Ska-
larprodukte orthogonal. Das die Legendre-Polynome beziiglich des zweiten Skalarproduktes
paarweise orthogonal sind, ist trivial*. Wie sieht es mit dem {iiber das Integral definierten Ska-
larprodukt aus? Sind dort auch alle Legendre-Polynome paarweise orthogonal zueinander? Ja.
Der Beweis ist getrennt (Symmetrie-Eigenschaft des Skalarproduktes) in die Skalarprodukte mit

4trivial (adj., Mathematik): Sich meist nur durch langwierige und nicht sehr lehrreiche Rechnungen zeigen lassend.
Diese werden dann oft dem geneigten Leser iiberlassen. Niemand weiff heutzutage, warum der Leser dabei geneigt sein
muf.
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dem Legendre-Polynom P,

1 1 .1t
(Py, Py) :/ 1-xdx = {xz] =0,
5 2"

(Py, P,) =0, (wie eben bereits gezeigt)

L | 1/5 3\
f— PR— 3— f— —_ —_ 4—7 2 p—
(Py, Ps) _/_11 563 —31)dx [2 <4x = )L 0,

die noch nicht erfassten Skalarprodukte mit dem Legendre-Polynom P,

I L (134 1, ' _
<P1,P2>—[1x~§(3x —1)dx = [2 (4x —zx)]l—o,

(P, P5) = /1 X - %(5)(3 —3x)dx = E(x‘r’ — x3)}

-1

1
=0,

-1

und zu guter Letzt das noch nicht erfasste Skalarprodukte mit dem Legendre-Polynom P,,

1
(Py, Py) = / Yoo 1) 22 - 3wy dx
2 2

1
- / }1(15x5—14x3+3x)dx
1

(157w, 32\

= [4 <2x X +2x 7170_
Damit ist gezeigt, dass die Legendre-Polynome P, ..., P; eine Orthogonalbasis des Raumes der
Polynome vom Hochstgrad 3 beziiglich des Integral-Skalarproduktes darstellen. Ausblick: Wo-

her bekommt man (falls es solche gibt) so etwas wie Legendre-Polynome hoheren Grades (also
solche, die zu allen vorherigen Polynomen orthogonal sind)?

4.3 Normen & Metriken

Wir haben bereits gesehen, dass man in einem gegebenen Vektorraum V (Erinnerung: Was ist
ein Vektorraum? — 7 Axiome) mit einem gegebenen Skalarprodukt (-, -) (Erinnerung: Was ist ein
Skalarprodukt? — 4 Axiome) so etwas wie Langen definieren kann, namlich die dem Skalarpro-

dukt zugeordnete Norm
[l = 4/ (v, ). (142)

Nun macht es auch Sinn, in einem Vektorraum ohne Skalarprodukt auch so etwas wie Langen
zu haben, dann kann man ndmlich anfangen, von Gréfse und Minimierung zu sprechen. Dazu
muss man sich einigen, was man unter einer solchen (allgemeinen) Norm verstehen mochte.
Es hat sich herausgestellt, dass drei Eigenschaften der von einem Skalarprodukt abgeleiteten
Normen wichtig sind. Das fiihrt auf die folgende Begriffbildung.

Eine Abbildung eines Vektorraumes V nach R,

V—R
Al ’ 143

heifit eine Norm, wenn fiir v,w € V, A € R gilt

o]l =0&0v=0, (Definitheit)
A=l =|Al-|lo], (Homogenitét)
o+ w|| < ||o|| + ||w]l- (Dreiecksungleichung)
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Mit solch einer Norm hat man dann die Moglichkeiten, Dinge zu vergleichen und damit ein In-
strument um den ,optimalen” Vektor fiir eine gegebene Problemstellung beztiglich der gewahl-
ten Norm herauszusuchen.

Bekannte Normen, die nicht direkt von einem Skalarprodukt stammen, sind die sogenannten
Holder-Normen oder p-Normen,

n 1/p
[[x[lp := (ZIJ@I”) , p=1, xeR" (144)
i=1

Im Limes p — oo erhélt man die Maximumnorm

%]l oo = max|x;]. (145)

Diese wird haufig verwendet, ebenso die 1-Norm (Summennorm)
n
el = 3 il (146)
i=1

und die zu dem Euklidischen Skalarprodukt gehorige 2-Norm (Euklidische Norm)

xll2 = 4 [ X il =/ (x, %) (147)
i=1

Normen werden verwendet, um Abstinde zu messen, dazu misst man einfach die Linge der
Differenz zweier Vektoren, berechnet also eine Distanz d gemafs

d(x,y) = |lx —yl|. (148)

Solche , Distanzfunktionen” d(-, -) gibt es auch ohne Normen (ganz zu schweigen von Skalarpro-
dukten). Wenn eine Abbildung

VxV—->R
: 149
{meﬂ%w (149)
die folgenden drei Eigenschaften (fiir alle x, y,z € V)
dx,y)=0&x=y, (Definitheit)
d(x,y) = d(y, x), (Symmetrie)
d(x,y) < d(x,z) +d(z,y), (Dreiecksungleichung)

hat, so spricht man von einer Metrik. Anschaulich kann man damit

e Punkte als gleich (Abstand Null) oder verschieden (Abstand ungleich Null) identifizieren,
das entspricht der Definitheit,

e den Abstand zweier Punkte definieren, da der Abstand von x zu y gleich dem Abstand von
¥ zu x ist, das entspricht der Symmetrie,

e Abstidnde durch Summen von Abstdnden beschranken oder zeigen, dass Umwege zu lange-
ren Wegen fiihren, das folgt aus der Dreiecksungleichung.

Metriken sind Gegenstand von dem aktuellen Ubungsblatt.
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4.4 Orthogonal- und Orthonormalbasen

Sei V ein Vektorraum der Dimension k mit einem Skalarprodukt. Ein Satz von k paarweise aufein-
ander senkrecht stehenden Vektoren, von denen keiner der Nullvektor ist (ergo keiner die durch
das Skalarprodukt induzierte Norm Null hat), nennt man eine Orthogonalbasis. Der ,Orthogo-
nal”-Teil ist klar, der ,basis”-Teil folgt aus der folgenden Beobachtung. In einer Basis kann man
jedes Element eines Raumes darstellen mittels einer (eindeutigen) Linearkombination der Basis-
vektoren. Die Eindeutigkeit ist zu der linearen Unabhédngigkeit dquivalent, seien v = lele ajgl

und v = Zlf':l g’ zwei Darstellungen von v in einer OGB {4/ }’]?:1. Dann ist nach Subtraktion

k

0=Y (0~ B’ (10)

j=1
Wenn die Vektoren {g/ }’]?:1 linear unabhingig sind, folgt, dass alle Skalare vor den Vektoren
gleich Null sind, also die Eindeutigkeit aus

Ist umgekehrt die Eindeutigkeit gegeben, so sind die Vektoren {g/ }’]f:l linear unabhingig, was
man schnell anhand eines Beweises durch Widerspruch einsieht. Wir nehmen also an, dass die
{7 }’]?:1 linear abhéngig sind. Dann gibt es eine nichttriviale Linearkombination der Null, also

k .
0= ¢4, (152)
=1

wobei mindestens ein 7; ungleich Null ist. Dann ist mit einer gegebenen Darstellung v = ):’]?:1 ajq
auch immer v = Zlle ﬂjqf, wobei 3; = a; + 7j, denn

=~

. k . k .
Big) =Y (aj+7)g =) g’ +
1 i=1

]

j=1 ]

k .
79 =v+0=n0. (153)
=1

Da mindestens ein 3; ungleich dem entsprechenden «; ist, haben wir demnach zwei verschiede-
ne Darstellungen gefunden. Sei jetzt E die Aussage der Eindeutigkeit, und LU die Aussage der
linearen Unabhingigkeit. Dann haben wir eben gerade gezeigt, dass aus =LU die Folgerung —E
gezogen werden kann, woraus wir mit E = —~(—E) schlieffen konnen, dass

{{-LU= -E}A—~(=E)} = —(=LU)=LU. (154)

Dieser letzte Schlufs ist in der Logik als Modus (tollendo) tollens bekannt.
Nun zeigen wir, dass sich in einer OGB alle Vektoren eindeutig darstellen lassen. Dazu neh-
men wir eine gegebene Darstellung des generischen Vektors v € V an,

k
v=Y aj. (155)
j=1

Jetzt kdnnen wir zeigen, dass die «; sich bestimmen lassen als Anteile von Projektionen auf die
(Richtung von) Basisvektoren. Es gilt mit dem gegebenen Skalarprodukt

. k . . k . .
(g 0)=Y ajlg,q) =Y a;dijllg'|> = cillg'|*- (156)
j=1 j=1

Daraus (man beachte, dass die Normen der Vektoren als ungleich Null vorausgesetzt sind) kann
man die Skalare {« ]-}’]?:1 berechnen geméf Projektion und Skalierung (Skalierung ist die Division
durch oder Multiplikation mit einen Skalar) zu

_ (o) _ (o)
= = ey 157
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Insbesondere berechnen sich damit in eindeutiger Weise die Skalare {vj}lj?zl aus einer Linear-
kombination zu Null alle zu Null,

gl e e)
Damit sind orthogonale Vektoren ungleich dem Nullvektor immer linear unabhéngig. Die An-
teile in der Darstellung

) @0 _ ©0.q) _, (158)

=

0=

<Uvqj> j 159
g (19)

sind gerade die Projektionen von v in die Richtungen aller ¢/. Der Vektor wird also gerade in
seine Projektionen in orthogonale Richtungen zerlegt. Solche eine Zerlegung klappt nur, wenn
alle Vektoren zueinander orthogonal sind.

Noch einfacher wird alles, wenn eine OGB vorliegt, in der jeder Vektor beziiglich der durch
das gegebene Skalarprodukt gegebenen Norm die , Lénge” Eins hat. Solche eine OGB nennt man
auch eine Orthonormalbasis (,normal” herriihrend von normiert; ,normiert” herriihrend von
eine fest vorgegebene Norm, hier Eins, habend). Die Berechnung der Anteile vereinfacht sich
dann zu

aj=(q',0), (160)
d.h., dann gilt
k ‘ ko ' k o
v=1) ajg =Y (¢, 0)¢ =) (v.q9))q'. (161)
j=1 =1 j=1

Hat man eine Basis (diese kann man aus einem Erzeugendensystem konstruieren, das folgt
aus dem Austauschsatz von Steinitz), so kann man versuchen, aus dieser eine OGB/ONB zu
konstruieren. Die Idee dahinter geht zurtick auf Gram und Schmidt.

Wie verwenden das resultierende Gram-Schmidt Orthonormalisierungsverfahren exempla-
risch, um rekursiv eine ONB beziiglich des Skalarproduktes

1
(p,q) = /_1 p(x)q(x)dx, p,q Polynome (162)

fur die Polynome zu erzeugen. Als gegebene Basis nehmen wir die Monome.
Das erste (oder, je nach Zahlweise, das nullte) Monom ist die Funktion py,

po(x) =1, (163)

welches die Norm (,,Ldnge”)

[poll = /(Po, po) = \//_11 po(x)po(x)dx = \//_11 ldx =/[x]", = V2 (164)

hat. Teilt man dieses Monom durch seine Norm,

go = % (165)

so erhilt man einen denselben Raum aufspannenden Vektor mit Norm Eins,

90l = \/m = \//_11 (\é)zdx = \/[H 11 =1. (166)

Das zweite Monom ist die Funktion p;,

p1(x) = x. (167)
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Dieses ist bereits senkrecht zu gy, da

— ! 1 _ 1 2 ! _
(90, 1) —Ll\szdx— [mx ]_1 =0. (168)

Das zweite Monom hat die Norm (,,Lange”)

1 371
||p1||=\/<m,m>=\//1x2dx=\/[’;]_1= 2 (169)

Damit hat die Funktion
g : {xr—> \/gx (170)

die Norm Eins und ist senkrecht zu go. Damit haben wir bereits eine ONB fiir den Raum span{1, x}.
Nun schauen wir, ob das dritte Monom p,

pa(x) = x* (171)

Anteile an den ersten beiden Basisvektoren go, g1 hat, wenn ja, ziehen wir diese ab und normieren
danach den Rest. Die Skalarprodukte sind gegeben als

L SP 13}1 _V2
<q07p2>_\/71\/§x dx = |:3\/§x 71_ 37 (172)
1
1 4
<q17pz>—/1\[§x3dx— [\Ez 7 =0. (173)

Wir miissen also den Anteil in Richtung gy abziehen, der Anteil in Richtung g; ist sowieso gleich
Null, also sind p, und g; schon orthogonal. Der bereinigte Vektor, der keine Anteil mehr an g
und ¢; hat, ist demnach gegeben als

G2 = p2 — (q0, P2)90 — (41, p2)q1, alsogilt fo(x) = x* — v 0=x"—3, (174)

also ist 4> (bis auf eine Skalierung um 3/2) durch das Legendre-Polynom P, gegeben (dieses
wird definiert in Gleichung (133c)). Wir haben bereits gezeigt, dass die Legendre-Polynome eine
Orthogonalbasis bilden, damit ist also 4, orthogonal zu go und g;. Die Norm von 4, ist

1 (3x2 —1)? 8 2v10
ol = i) = [ B2 = [ B 2VT0 (75

2= v ™ T 2vio 3) 2y100  2V10
hat die Norm Eins und steht auf den ersten beiden Basisvektoren senkrecht, damit haben wir eine

ONB fiir span{1, x, x?} erzeugt. So kann man weiter fortfahren und damit eine ONB fiir hohere
Polynomraume konstruieren.

Der skalierte Vektor

(176)

4.5 Metriken

Wie oben bereits im letzten Abschnitt erwdhnt, gibt es , Distanzfunktionen” d(-,-) (auch ohne
Normen; ganz zu schweigen von Skalarprodukten). Wenn eine Abbildung

d:{VXV_)R (177)

(x,y) = d(x, y)

36



die folgenden drei Eigenschaften (fiir alle x, y,z € V)

dx,y) =0 x=y, (Definitheit)
d(x7 y) - d(% X), (Symmetrie)
d(x,y) < d(x,z)+d(z,y), (Dreiecksungleichung)

hat, so spricht man von einer Metrik. Anschaulich kann man damit

e Punkte als gleich (Abstand Null) oder verschieden (Abstand ungleich Null) identifizieren,
das entspricht der Definitheit,

e den Abstand zweier Punkte definieren, da der Abstand von x zu y gleich dem Abstand von
y zu x ist, das entspricht der Symmetrie,

e Abstdnde durch Summen von Abstdnden beschranken oder zeigen, dass Umwege zu linge-
ren Wegen fiihren, das folgt aus der Dreiecksungleichung.

Hier ein auf den ersten Blick etwas ungewohnliches Beispiel einer Metrik. Sei V' ein Vektorraum,
|| - || eine auf diesem Vektorraum definierte Norm und

d(x,y) :=min{||x —y|,1}, x,yeV.
Die drei Eigenschaften einer Metrik lassen sich schnell tiberpriifen:

d(x,y) =0 < min{||x — y||,1} =0
Sllx—y|l=0cx—y=0cx=y, (Definitheit)
d(x,y) = min{[|x — y|[,1} = min{|[y — x|, 1} = d(y, x), (Symmetrie)
d(x,y) = min{||x — y||,1} < min{|[x — z[|, 1} + min{[|z — y[|, 1}
=d(x,z) +d(z,y), (Dreiecksungleichung)

wobei die letzten beiden Zeilen aus der Beobachtung folgen, dass die linke Seite in jedem Fall
kleiner gleich Eins ist und falls auf der rechten Seite einer der beiden Summanden das Minimum
bei Eins annimmt, die Ungleichung trivialerweise erfiillt ist. Der Fall, dass das Minimum jeweils
bei dem Normenausdruck angenommen wird, lauft auf die Dreiecksungleichung der gegebenen
Norm
lx =yl =llx—z+z =yl <[lx—zl| + |z -y

hinaus. Bleibt theoretisch der Fall, dass max{||x — z||, ||z — y||} < 1und ||x — y|| > 1, welcher aber
auch durch die Dreiecksungleichung der Norm bereits erledigt ist. Man kann also eine Metrik
konstruieren, indem man einen ,Maximalabstand” (hier als Eins gewéhlt) bei einer Metrik aus
einer Norm einfiihrt.

Ein noch ungewohnlicheres Beispiel einer Metrik ist die triviale Metrik, welche definiert ist als

0, x=y,
1, x#uy.

Dass diese Abbildung eine Metrik definiert weist jeder leicht selber nach.

d(xvy) = {

4.6 Lineare Gleichungssysteme

Wir haben schon gesehen, dass Gleichungssysteme gebildet aus Forderungen an Linearkombi-
nationen, also z. B.

anxy+anpxy+-+amx, =bq,
anxi+apxo+ -+ ayx, =bo,

A1 X1 + AppXo + -+ + Ayn Xy = by,
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oft auftreten. Beispiele dazu sind Geraden- und Ebenengleichungen, auch die Untersuchung der
linearen Unab- oder Abhéngigkeit von Vektoren (siehe das Beispiel mit den Legendre-Polynomen)
fihren auf solche Gleichungssysteme.

Nun kann es (im Wesentlichen) drei verschiedene Moglichkeiten geben, wieviele Vektoren
x € R" Losungen sind. Diese drei Moglichkeiten zeigen wir hier einmal exemplarisch, dann in
allgemeiner Darstellung.

Erste Moglichkeit: Es gibt keine Losung. Beispiel (m = n = 1):

0-x1=1.

Allgemeiner: Wenn der Vektor b € R™ der rechten Seite nicht im von den Spaltenvektoren a’ € R™,

111]‘
| .
=1 | eR" j=1,...,n (179)
Amj
aufgespannten Raum
4 :=span{a',a®,...,a"} (180)

liegt, dann gibt es keine Losung. Der Raum 4 wird im Ubrigen das Bild von A genannt. Das
es keine Losung geben kann, sieht man ein, da ein Gleichungssystem der obigen Gestalt ja eine
Forderung an eine Linearkombination der Spalten ist, also

n .
b=a'xy+a*x+--+a'"x, =) alxj = Ax. (181)
=1
Wenn b im Raum A4 der Spaltenvektoren liegt, nennt man das Gleichungssystem ,konsistent”.
Zweite Moglichkeit: Es gibt genau eine Losung. Beispiel (m = n = 1):
1- X1 = 1.

Allgemeiner: Wenn der Vektor b im Raum 4 der Spaltenvektoren enthalten ist und die Spalten-
vektoren linear unabhéngig sind. Beweis: Seien zwei Losungen x! und x? gegeben. Wir wollen
zeigen, dass dann x! = x? gilt. In der Sicht als Linearkombinationen gilt

b= Zn;afx;:Axf, i=1,2. (182)
j=1
Subtraktion fiihrt auf
O—Za]x —Za’x —Z<a]x —a]x) Za](x —x) (183a)
=1
= Ax — Ax = A(x! — x?). (183b)

1

Damit haben wir einen Vektor y := x! — x? gefunden, der die linear unabhéngigen Spaltenvekto-

ren linear zur Null kombiniert,

Ay=A(' — )= Ax' —Ax> =b—-b=0 (184)

—Za]y] Z (x —x) 0. (185)

Da aber die Spaltenvektoren als linear unabhéngig vorrausgesetzt waren, ist der Vektor y der
Nullvektor, damit ist x! = x2 bewiesen.
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Dritte Moglichkeit: Es gibt unendlich viele Losungen. Beispiel (m = n = 2):

1x1 4+ 2x, = 3,
1x1 +2x, = 3.

Das gegebene Gleichungssystem ist konsistent, denn das Bild A4 von A besteht aus allen Vielfa-
chen des Vektors aus lauter Einsen und b ist von diesem Typ. Eine Losung ist klarerweise der

Vektor
1 (1
=17

(3

ist eine Losung, die beiden Losungen sind iiberdies linear unabhingig. Wie vorher ist die Diffe-

yox—= () ()= (3)

der beiden Losungen eine Losung vom homogenen Gleichungssystem (d.h., das Gleichungssy-
stem, wo die rechte Seite identisch gleich Null ist),

Aber auch der Vektor

1x1 +2x, =0,
1x1 +2x, =0.

Allgemein hat das Gleichungssystem unendlich viele Lésungen, wenn die rechte Seite b im Raum
A liegt und die Spaltenvektoren linear abhéngig sind. Da b im Raum liegt, gibt es zumindest eine
Linearkombination um b darzustellen, woraus man eine Losung x gewinnt. Da die Spaltenvek-
toren linear abhédngig sind, kann man immer einen Vektor aus Skalaren finden, so dass diese
Skalare die Spaltenvektoren nichttrivial zur Null kombinieren. Sei dieser Vektor gegeben als y.

Dann ist klar, dass
Ay=0, Ax=0D. (186)

Nun ist auch A - y fiir alle A € R ein Vektor, dessen Komponenten die Spaltenvektoren linear zur
Null kombinieren,
AN y)=A-Ay=X-0=0. (187)

Aus diesem Grund nennt man Gleichungssysteme, deren rechte Seite der Nullvektor ist, auch
homogen.
Zusammengefasst gilt dann fiir alle A € R

Ax+X-y)=Ax+ - Ay=Ax=b. (188)

Damit haben wir aber unendlich viele Losungen gefunden.

Eine Losung findet man immer, indem man eine Basis von 4 aus Spaltenvektoren berechnet
und in dieser dann die eindeutige Losung berechnet. Man kann dann zu dieser Losung jede
Losung des homogenen Systems hinzuaddieren und erhélt wieder eine Lésung.

Die Menge aller Losungen des homogenen Systems ist trivialerweise eine Untermenge des
R”, man kann schnell sehen, dass sie sogar ein Unterraum des R”" ist. Zu tiberpriifen ist die
Abgeschlossenheit bzgl. der Vektoraddition und der Skalarmultiplikation. Seien dazu y,z € R"
Losungen des homogenen Systems und A € R. Dann gilt

Aly+z)=Ay+Az=0+0=0 (189)
AN-y)=X-Ay=X-0=0. (190)

Damit bildet die Gesamtheit der Losungen eines homogenen Gleichungssystemes immer einen
Untervektorraum des R". Dieser Untervektorraum wird der Kern von A genannt.
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Falls das inhomogene Gleichungssystem eine Losung hat, gilt nach Satz 3.8 fiir die Menge
aller Losungen £ eine Darstellung der Gestalt

X e Xinhomogen + Lhomogenv (191)

wobei der Vektorraum Lyomogen der Vektorraum der Losungen der homogenen Gleichung, also
der Kern von A ist.
Beispiel: Eine homogene Gleichung in drei Variablen (also meist eine Ebene durch Null),

x1+2x; +3X3 =0.

Der Losungsraum hat die Dimension 2 = 3 — 1. Aufgespannt wird der Lésungsraum durch die
beiden Vektoren

-2 -3
yl — 1 , y2 — 0
0 1
Allgemeiner gilt nach Satz 3.9
dim(Lhomogen) =n —dim(4) (192)

also ist die Summe der Dimensionen von Bild und Kern von A gleich der Anzahl der Spalten von
A. Wenn zwei dieser Grossen gegeben sind, ist die dritte trivialerweise berechenbar.

Eine Warnung, da diese Begriffe oft durcheinander gebracht werden: Die Menge der Losun-
gen eines homogenen Gleichungssystemes bilden einen Untervektorraum, ndmlich den Kern
der Matrix, welcher also ein Losungsraum ist, die Menge der Losungen eines inhomogenen
Gleichungssystemes ist aber leider ,nur” eine Menge, also eine Losungsmenge. Diesen spezi-
ellen Mengen gibt man aber auch einen Namen, der die Struktur dieser Mengen widerspiegelt,
nédmlich den der ,linearen Mannigfaltigkeit”. Dazu spéter mehr. Zuerst das Standardtool zum
Losen linearer Gleichungssysteme: Der Gaufi-Algorithmus.

4.7 Der Gaufi-Algorithmus

Die Losung von linearen Gleichungssystemen wurde schon vor ca. 2000 Jahren von den Chine-
sen beherrscht, die axiomatische Herangehensweise wurde hierzulande von Carl Friedrich Gaufs
(1777-1855) etabliert und der resultierende Algorithmus trdgt noch heute diesen Namen.

Der Gauf$-Algorithmus bietet eine einfache Methode, die obigen Betrachtungen in einen sim-
plen Algorithmus zu packen. Was jeden Ingenieur interessieren sollte, ist die Durchfiihrung des
Algorithmus, da dieser immer wieder benétigt wird. In der Anleitung verzichten wir auf die
Erwédhnung der dahinter liegenden Theorie.

Die Grundidee hinter dem Algorithmus ist die Transformation der Matrix des Gleichungssy-
stemes in eine einfachere Gestalt, hier: Dreiecksgestalt. Beispiel zur Erklarung, Zahlen in Drei-
ecksmatrix schreiben, Diagonale ungleich Null, dann auflosen (vorwérts und riickwarts).

Bringen auf Dreiecksgestalt mittels elementaren Umformungen:

e Multiplikation einer Zeile mit Zahlen ungleich Null v; — Av;,

e Addition des Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile v i — v+ A\v;,
e Vertauschen zweier Zeilen v; < v;,

e Vertauschen zweier Spalten v’ < v/.

Diese elementaren Umformungen dndern den Rang (die maximale Anzahl linear unabhingiger
Zeilen, entspricht laut Beweis in der Vorlesung der maximalen Anzahl linear unabhéngiger Spal-
ten) der Matrix nicht.
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Die Verwendung der ersten drei Umformungen fiihrt auf GaufS-Elimination mit Spalten-
tausch (und spéter mit partieller (oder Spalten-)Pivotisierung), die Verwendung aller vier Um-
formungen fiihrt auf die Gauf3-Elimination mit Spalten- und Zeilentausch (und spéter totaler
Pivotisierung).

Beispiele ohne, mit Spalten- und mit vollstindiger Pivotsuche an Tafel (insbesondere wahr-
scheinlich in der nidchsten Anleitung).

Klausuraufgaben: Es sind die folgenden drei Vektoren gegeben,

1 0 1
0 -1 0
0= ol Uy 1= 11 U3 1= 0 (193)
-1 0 1
Eine Aufgabe war es, die Aussage
st das System v1x1 + vax) + v3x3 = b fiir ein b € R* 16sbar, so ist es fiir alle b € R*
losbar.”
zu bewerten. Nun 16st
1
x=1{0 (194)
0
sicherlich das Gleichungssystem
0U1X1 + U Xp + U3X3 = 01, (195)

also haben wir eine rechte Seite gefunden (v;), fiir die das System sicherlich l9sbar ist (wir haben
sogar die Losung explizit angegeben). Andererseits ist aber der Vektor

(196)

[ )

sicher nicht im Spann der drei Vektoren v;,v, und v; enthalten, da dieser Vektor auf allen drei
Vektoren senkrecht steht, also existiert keine Losung fiir dieses b. Damit ist die zu bewertende
Aussage falsch.

Eine andere zu bewertende Aussage war

,Die Menge aller b € R4, fiir die das System v1x1 + vpx2 + v3x3 = b losbar ist, bildet
einen Unterraum des R*.

Nun ist ein lineares Gleichungssystem genau dann lésbar, wenn b im Untervektorraum aufge-
spannt von den Spaltenvektoren liegt. Damit ist die Menge aller b, fiir die das System l6sbar ist,
genau der Untervektorraum, welcher von vy, v, und v3 aufgespannt wird. Damit ist die zu bewer-
tende Aussage wahr.

5 Anleitung vom 07.01.2011

Themen der Anleitung sind: Der Gaufi-Algorithmus; lineare Mannigfaltigkeiten; lineare Abbil-
dungen; Matrixdarstellung linearer Abbildungen.
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5.1 Lineare Mannigfaltigkeiten

In der Beschreibung verschiedener geometrischer Dinge (Punkte, Geraden, Ebenen etcpp.) und
bei der Beschreibung der Losungsgesamtheit von linearen Gleichungssystemem tauchen immer
wieder ,verschobene” Untervektorraume der Gestalt W = v+ U C V, wobei U C V ein Unter-
vektorraum des Vektorraumes V ist, auf. Dabei ist die Notation

v+U:={v+u, uel} (197)

zu lesen als die Menge der Elemente, die sich aus der Addition von v € V und Elementen von
u € U C Vergeben. Wenn v ¢ U ist, so ist diese Menge kein Vektorraum. Da man aber einen festen
Ankerpunkt (wie bei den Geraden und Ebenen immer ausgenutzt) hat, und daran angekniipft
einen Vektorraum (linearen Raum), so nennt man diese ,verschobenen” Unterrdume auch affine
Riume oder lineare Mannigfaltigkeiten.

Beispiele: Funktionenraum, 5sin(x) + a4 cos(x) 4 «; tan(x), wobei die Definitionsmenge ein-
geschrankt ist auf Punkte, fiir die die Funktionen auch definiert sind.

Erkennen: Eine lineare Mannigfaltigkeit muss mindestens ein Element eines Vektorraumes
enthalten. Wenn es nur ein Element gibt, hat man als lineare Mannigfaltigkeit dieses Element
als Ankerpunkt und angefiigt den trivialen Vektorraum. Damit sind alle v € V bereits einfache
lineare Mannigfaltigkeiten.

Unterrdume U C V von V sind auch lineare Mannigfaltigkeiten, denn als Ankerpunkt kann
man ja den Nullvektor wihlen (aber auch jeden anderen Vektor aus dem Unterraum).

Wie man gerade gesehen hat, ist dieser ,,Ankerpunkt” im Allgemeinen nicht eindeutig. Dieses
war aber auch schon bei den Geraden und den Ebenen im R?® bekannt. Z. B. ist eine lineare
Mannigfaltigkeit durch

w:{geR2 ] g=<_?>+<%))\, AGR} (198)
:{geR2 | g:<_;>+<%))\, AGR} (199)

parametrisiert. Wenn man erst einmal lineare Mannigfaltigkeiten hat, so ist jeder nichtleere Schnitt
von zwei linearen Mannigfaltigkeiten (in dem selben Vektorraum V) eine lineare Mannigfaltig-
keit (siehe dazu Satz 2.77). Das ist auch von den Geraden (ein eventueller Schnittpunkt ist li-
neare Mannigfaltigkeit) und Ebenen (eine eventuelle Schnittgerade ist lineare Mannigfaltigkeit)
bekannt.

Ansonsten muss man {iiberpriifen, ob alle Differenzen zweier Elemente aus einer linearen
Mannigfaltigkeit W einen Vektorraum U bilden.

Die Entscheidung findet sinnvollerweise folgendermaflen statt:

1. Teste, ob W C V (wenn V angegeben ist).
2. Teste, ob ein Element w € W existiert.
3. Wihle ein beliebiges Element v € W aus (potentieller ,,Ankerpunkt”).

4. Beweise/Widerlege, dass U = {w — v,w € W} ein Unterraum von V ist.

5.2 Lineare Abbildungen

In den Ingenieurwissenschaften treten aufgrund der einfachen geometrischen Bedeutung hiufig
Abbildungen T : V — W zwischen Vektorraumen V und W auf, welche die Eigenschaften

To+w)=Tw) + T(w), VYowelV, (Erhalt der Addition)
TA-0)=X-T(v), VoeVVIER (Erhalt der Multiplikation)
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haben, oder, 4quivalent dazu, die Eigenschaft
T(av + pw) = aT(v) + BT(w) (Linearitat)

fir alle v, € V und fir alle a, 6 € R haben.

Diese Abbildungen bilden lineare Gebilde, wie Geraden, Ebenen, Rdume, lineare Mannigfal-
tigkeiten etcpp., auf ebensolche ab. Meist interessiert hierbei nur der Spezialfall von Geraden,
Ebenen usw. durch die Null des Vektorraumes. Die genannten lineare Gebilde werden in diesem
Falle mathematisch durch Untervektorrdume beschrieben. Untervektorrdume haben eine Basis,
von denen sie aufgespannt werden; der Spann ist durch samtliche Linearkombinationen der Ba-
sisvektoren gegeben.

Als Beispiel sei eine Ebene aufgespannt von v, v, € V gegeben, also eine Menge von Vektoren
der Gestalt

¢ = {alvl + apUy, Q1,0p € R} (200)

Dann ist die Menge aller Bilder von Elementen von & unter einer linearen Abbildung T: V — W
gegeben als

T(€) = {T(ivr + awvy) = aiT(v) + T(v) = cqwi + aws, «aj,ay € R}, (201)

wobei wq := T(v1) € W und w, := T(v2) € W. Wie man sieht, ist auch das Bild einer Ebene unter
einer linearen Abbildung wieder eine Ebene (sofern w; und w; linear unabhangig sind). Gleiches
gilt fiir andere Unterrdume und auch fiir lineare Mannigfaltigkeiten und ist der Grund, diese Art
von Abbildungen als ,linear” zu bezeichnen. Das Wort , linear” taucht hier so oft auf, weil es sich
bei dieser Vorlesung um die Vorlesung ,Lineare Algebra” handelt, und jetzt sollte Ihnen klar sein,
warum diese so heisst und womit sie sich befasst (ergo: lineare Rdume = Vektorrdume, lineare
Mannigfaltigkeiten, lineare Abbildungen ~ Matrizen, Linearkombinationen usw. usf.; was Al-
gebra (von al-jabr /al-§abr = Ergédnzen) ist, und was man damit heute unter anderem bezeichnet,
kommt im Abschnitt 5.5 und nie in der Vorlesung).

Lineare Abbildungen haben die schone Eigenschaft, dass man nur die Wirkung der Abbil-
dung auf eine (dann jede) Basis kennen muss, da alles anderen Werte sich automatisch aus der
Eigenschaft der Linearitdt ergeben.

Sei dazu eine lineare Abbildung T : V — W zwischen zwei Vektorrdumen V und W gegeben,
und Basis des Raumes V sei vy, . ..,v,. Dann lédst sich jedes v € V aufgrund der Basiseigenschaft
schreiben als

n
V= Z Q;0; (202)
fiir gewisse eindeutig gegebene {«;}" ;. Die Bilder der {v;} ; unter T, also die

t=Tw)eW, i=1,...,n, (203)

seien bekannt. Dann gilt aufgrund der Linearitét
n n n
T() =T() aw) =Y aT(@) =) at;. (204)
i=1 i=1 i=1

Die Bilder eines Vektors sind also eine Linearkombination der Bilder der Basisvektoren. Genauer:
die Bilder eines Vektors, erzeugt als Linearkombination der Basisvektoren {v;}! | mittels gegebe-
ner {a;}" ; sind die Linearkombination der Bilder {t; = T(v;)}!", der Basisvektoren gebildet mit
denselben Skalaren {a;}! ;.
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5.3 Matrixmultiplikation I: Vektoren

Eine Matrix ist eine Sammlung von ,zusammengehorigen” Zahlen der Gestalt

a4z - g
a1 dxp - Aoy X

A= . . . . eR™"  m,neN. (205)
Aml  Am2 e Ann

Matrizen tauchen primir bei Gleichungssystemen auf. Eine neue Operation Matrix (hier aus
R™*") mal Vektor (hier aus R") wird als Linearkombination (aus GLS) oder als , Zeile mal Spalte”
eingefiihrt,

an 412 - O X1
4 Aaxp - Oz X2
A-x= . . . . o (2064a)
Aml  Am2  ~° Amn Xn
an a2 A1n
an ax» A2n m
= . X1+ . Xo+ -+ . x, € R"™, (206b)
Am1 Am2 Amn
an A4 - dip X1
A dxp - Ay X2
A-x=| | . R I (207a)
Aml  Am2 - Amn Xn

anXxy +apxy + -0+ a Xy

A21X1 + Xy + - - + Ao Xy
— ) € R™. (207b)

A1 X1 + X2 + - - + A Xy

Diese beiden Interpretationen ein und derselben Sache, ndmlich der Matrix-Vektor-Multiplikation
(MVM) sollten fiir alle Zeiten fest im Gehirn verankert werden.

Die erste Deutung, die als Linearkombination, zeigt, dass Matrizen lineare Abbildungen sind,
respektive, darstellen, wenn man die Spalten der Matrix als Bilder von Basisvektoren der Abbil-
dung begreift. Die Matrixmultiplikation (mit Matrizen der oben angegebenen Gestalt) bildet ja
den R" in den R™ ab, die Basisvektoren sind dabei die der Standardbasis, die Bilder sind die
Spaltenvektoren der Matrix. Das Bild einer Linearkombination

X1 1 0 0
X2 0 1 :

x=| . |=|.|x+|o|x2+...+ 0 Xy (208)
Xy 0 : 1

ist gerade die entspechende Linearkombination der Spalten der Matrix A, vergleiche mit Glei-
chung (206b).

Also stellen Matrizen lineare Abbildungen, besser gesagt, den Prototyp der linearen Abbildung,
dar.

5.4 Matrixdarstellung linearer Abbildungen

Eine lineare Abbildung ist immer durch ihre Wirkung auf einen Satz von Basisvektoren festge-
legt. Damit legen zwei Basen, eine im Urbildraum und eine im Bildraum eine Reihe von Zahlen
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(eine Matrix) fest, die die lineare Abbildung beschreibt. Diese Matrix heisst eine der linearen
Abbildung zugeordenete Matrix (beziiglich der gegebenen Basen).

Sei T:V — W linear, die Basis von V durch vy,...,v, gegeben, die Basis von W durch
w1, ..., Wy gegeben. Nun berechnet man die Bilder t; = T(v;) der Basisvektoren und stellt die-
se mittels der Basis w; dar, berechnet also die Koeffizienten der Linearkombination der w;, die
als Ergebnis t; ergibt,

ti=wia + -+ Wil (209)

Die Koeffizienten ergeben dann die Matrixdarstellung Mr der linearen Abbildung T,

an a2 A1n
a dxp - Oy i

Mr =1 . . .| eR™" m,neN. (210)
Am1  Am2 " Amn

Als Beispiel sei die Basis von V = R? die Standardbasis,

1 0 0
e1= 10 , €= 1 und €3 — 0 s (211)
0 0 1

und eine lineare Abbildung diff : R — R? gegeben als

. 1 Xy — X1
ai (()) (27, e
X3

Diese lineare Abbildung liefert die diskrete Variante der Ableitung, namlich die Differenzen (Dif-
ferenzenquotienten) zu der Funktion x : i — x;,i = 1,2, 3. Um eine Matrixdarstellung dieser ,,Ab-
leitung” zu haben, muss jetzt noch eine Basis im R? gegeben sein, aus Langeweile und der Ein-
fachkeit halber wihlen wir auch hier die Standardbasis,

e = ((1)) und e = (2) . (213)

Jetzt miissen wir erst die Bilder der drei Basisvektoren e¢; € R3 berechnen, welche als

diff(e;) = <_é> diff(ey) = <_}> und  diff(es) = <(1’) (214)

gegeben sind. Die Darstellung dieser Vektoren in der Standardbasis (sic) steht ja bereits da, also
miissen wir nur noch die Matrix spaltenweise mit diesen Vektoren fiillen,

-1 1 0
Mdiff:< 0 -1 1>~ (215)

Damit gilt dann

x1 xl
-1 1 0 Xp— X .
M - | x2 :( 0 1 1)- X | = (x2_x1> = diff(x). (216)
X3 X3 3 2

Standardbasen sind zwar schén, aber selten. Also wahlen wir im selben Beispiel als zweite Basis
die Orthogonalbasis
1 1
g1 = (1> und g = (1> . (217)
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Nun miissen wir die Ergebnisse aus Gleichung (214) noch in dieser Basis darstellen:

. -1 1
diff(e;) = ( 0) = —5(171 + o), (218)
diff(ey) = <}> — (219)

. 0 1
diff(es) = < 1> = E(ql — 2). (220)

Die Koeffizienten lassen sich ablesen und werden spaltenweise in eine Matrix geschrieben:
~ 1/-1 0 1
Maigs = 5 (1 5 1) : (221)

Auch dieses ist eine (dquivalente) Matrixdarstellung, dieses Mal aber zu anderen Basen (eigent-
lich nur zu einer anderen Basis, da beide Male die Standardbasis im Urbildraum verwendet wur-
de). Dieses Beispiel wird gleich wieder aufgegriffen.

Die Differentiation von Elementen aus dem Polynomraum I, ergibt Polynome, deren Grad
um Eins niedriger ist, bildet also einen n + 1-dimensionalen Raum in einen n-dimensionalen ab,
nédmlich in der Raum der Polynome vom Hoéchstgrad kleiner #, IT,_;. Wir wéhlen die Monomba-
sis in beiden Rdumen, und erhalten als Bilder der Basisvektoren skalierte Monome,

%(xk):kvck’l, k=0,1,...,n. (222)

Die Matrixdarstellung der Differentiation von Polynomen beziiglich der Monomenbeasis ist also
durch die Matrix

0 1 o0 0

M%: 0 0 2 S (223)
o . t. '.. t. 0
0 0 0 =n

gegeben. Dieses mache man sich selbst anhand von Aufgabe 3 des Ubungsblattes 5 klar.

5.5 Matrixmultiplikation II: Matrizen

Abbildungen kann man , verketten” /, kombinieren” /hintereinander ausfiihren. Man kann sich
schnell tiberzeugen, dass die Verkettung S o T zweier linearer Abbildungen T und S,

T:VoW, S:W—U, = (SoT):V— U, (224)

wieder linear ist, also wieder eine lineare Abbildung ist.

Da Matrizen den Prototyp der linearen Abbildung darstellen, kann man diese Verkettung von
linearen Abbildungen auch fiir Matrizen hinschreiben. Diese Verkettung ist nur definiert, wenn
es einen mittleren Raum gibt, der selbstverstandlich eine eindeutige Dimension hat. Seien also
zwei lineare Abbildungen 4, B und ihre Verkettung C,

B:R" >R, 4:R*=R" = (40B):R"—R", (225)
N—_——
=C
durch Matrizen
AecR™ BeR™™ und CeR™" (226)

gegeben. Dann kann man schnell aus der Identitat

C-x=A-(B-x) (227)
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durch Einsetzen der Standardbasisvektoren fiir x € R",

k
ci:C-ei:A-(B~ei):A-(bi):Zla]-bﬁ (228)
i
C1i an o A by
=1 o ] 22)
Crmi Am1 - Amk byi
Y anby; + - -+ + awby
=Y | |bi= : (230)
= A Apibri + -+ Ay
Y110
— : (231)
Y5 amibji

die Verkettung oder Multiplikation zweier Matrizen
C:=A-B (232)

einfiihren als Matrix gebildet aus der Linearkombination der Spalten von A mit den Koeffizienten
in den Vektoren der Spalten von B. Die Elemente c;; der Matrix C sind also durch die Ausdriicke

k
C]'l' = Z ﬂj(jbei (233)
(=1

gegeben, graphisch kann man sich diesen Ausdruck als das Skalarprodukt von der jten Zeile von
A mit der iten Spalte von B veranschaulichen (Merkphrase: ,Zeile mal Spalte”).

Damit ist die Operation ,Matrix mal Matrix” definiert als die Verkettung zweier linearer Ab-
bildungen, und wurde bereits interpretiert als Matrix mal viele Spaltenvektoren (zwei Deutun-
gen, siehe MVM), oder andersherum als Linearkombinationen der Zeilen der zweiten Matrix,
und als Hauptdeutung als 7 - m Skalarprodukte (,,Zeile mal Spalte”).

Was als Interpretation noch moglich und manchmal recht niitzlich ist, ist die Interpretation
als Summe von k dyadischen Produkten, und als absolute Verallgemeinerung, die Blockmatrix-
multiplikation. Zur blockweisen Multiplikation begniigen wir uns mit ein paar Beispielen, eines
davon ist dann die Multiplikation interpretiert als Summe von dyadischen Produkten.

Aus der Deutung der Hintereinanderschaltung zweier linearer Abbildungen ist klar, dass die
Dimension des ,mittleren” Raumes dabei gleich bleiben sollte, mit anderen Worten, dass die
Anzahl der Spalten der ersten Matrix gleich der Anzahl der Zeilen der zweiten Matrix sein muss.

Matrizen bilden neben den Vektorrdumen das wichstigste Konstrukt der Linearen Algebra.
Die Menge aller n x n Matrizen zusammen mit der Matrizenmultiplikation bilden eine soge-
nannte (assoziative) Algebra. Eine (assoziative) Algebra ist ein Vektorraum (hier der Vektorraum
der Matrizen, der R"*" (Warum: Was ist die Addition von Matrizen? Wie definiert man die Sk-
alarmultiplikation mit Skalaren aus R? Zum Abschlufs die 7 Axiome eines Vektorraumes tiber-
priifen.), in dem eine Multiplikation definiert ist, welche assoziativ ist, also, fiir die

A-(B-C)=(A-B)-C (234)

gilt, und in der die Addition und Multiplikation vertrédglich sind, also, wo (da keine Kommutati-
vitdt vorrausgesetzt wird) zwei Distributivitdtsgesetze

A (B+C)=A-B+A-C, (A+B).C=A-C+B-C (235)

gelten. Dass diese zwei Gesetze anstatt nur einem nétig sind, folgt daraus, dass fiir n > 2 die
Matrixmultiplikation in aller Regel nicht kommutativ ist.

47



Die Operation ,Matrix mal Matrix” ist auch umgekehrt ausfiihrbar, wenn beide Matrizen
quadratisch sind (also die Anzahl der Spalten gleich der Anzahl der Zeilen ist) und beide gleich
grof3. In diesem Fall gilt trotzdem meist

A-B#B-A. (236)

Als Beispiel berechnen wir mal kurz die beiden Produkte der Matrizen

A:@ Z) B:(Z g) (237)

10 13 11 16
A-B= (22 29) # (19 28) =B-A (238)
Selbstverstandlich gilt diese Ungleichheit immer, wenn beide Produkte definiert sind, aber die

Ergebnisse ungleich grofs interpretiert als Matrix.
Nun ein kleiner Exkurs zur blockweisen Multiplikation. Man kann Matrizen in Blocke zerle-

gen, z. B.
An  An Bin B
A= B= 239
<A21 Azz) ’ (321 Bzz) 239)

und dann (bei passender Blockgrosse) ,blockweise” multiplizieren,

Die Ergebnisse sind

A-B=C (240)
_ (Au-Bu+An-Bn An-Bp+Ap-Bp|_ (Cu C (241)
Ax-Bn+Axn- By Ay B+ Axn- By Cun Cn)/)°

Die Blockzerlegung muss dabei nicht in quadratische Blocke oder mit einem quadratischen Sche-
ma von Blocken erfolgen, nur alle auftretenden Produkte miissen definiert sein. Als Beispiel seien

hier die Matrizen
(1 2\ [(Fn (2 3\ _
F= <3 4) = (P21) und G = <4 5) =(Gn Gn) (242)

Fn=(1 2), Fx=(3 4), Gn= (i) , Gp= (g) , (243)

gegeben. Da F = A und G = B ist das Ergebnis fiir F - G ja bereits bekannt. Die blockweise Multi-
plikation ist méglich, da jedes Mal die Anzahlen der Spalten und Zeilen der beiden zu multipli-
zierenden Matrizen {ibereinstimmen und ergibt, wie nicht anders zu erwarten,

Fi1-Gn Fi-Gp
F-G= 244
<F21 -Gn B G12> (244)

1\ (2 1\ (3
2)\4 2)\5

=1 /73 (2 3\ (3 (249)
1) \a 1)\5

(248 3410\ _ (10 13

= <6+16 9+20) = (22 29)' (246)

Dieses ist die meistgebrauchte Art der Matrixmultiplikation und sollte von jedem beherrscht wer-
den. Um sich diese Art der Matrixmultiplikation zu merken, muss man nur die Phrase , Zeilen
mal Spalten” behalten. Man sieht hierdurch, dass die Matrixmultiplikation aus 1n? Skalarproduk-
ten (oder inneren Produkten) besteht.
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Die gewdhlten Blocke von F und G lassen aber auch die umgekehrte Multiplikation zu, ndmlich
als Summe von n dyadischen (oder dusseren) Produkten,

G-F= (Gll -Fi1 4+ Gt - le) (247)
- (i) (1 2)+ <g) (3 4 (248)

2 4 9 12\ (11 16
- (4 8) + (15 20) - (19 28) ’ (249)

wie nicht anders zu erwarten war. Fiir die Langsamen wird hier jetzt ein dyadisches Produkt
zuerst in der Form jedes Element mit jedem Element berechnet:

<‘21)'(1 2):<i:1 ié)z(i §) (250)

Zeilenweise umgedeutet kann man auch so rechnen:

(‘21)(1 2) = (4218 g%) = @ 3)- (251)

Spaltenweise umgedeutet kann man auch so rechnen:

@'(1 2)= (@ . @ '2> = (421 g) (252)

Der Rang einer Matrix A ist die Anzahl linear unabhéngiger Spalten von A. Welchen Rang hat
eine Matrix berechnet aus einem dyadischen Produkt zweier Nicht-Null-Vektoren?

Ein kleiner Exkurs zu dem Beispiel der diskreten Ableitung als linearer Abbildung vom R? in
den R?. Wir hatten die beiden Darstellungen

-1 1 0 ~ 1/-1 0 1
Mdiff = ( 0 —1 1) ’ Mdiff = E (1 2 1> (253)

dieser Abbildung zu der Standardbasis im R® und der Standardbasis (Mg;) respektive der Or-
thogonalbasis bestehend aus den Basisvektoren

7= G) und g, = <_}) (254)

zur Gewinnung der Matrixdarstellungen verwendet. Schreibt man die beiden Basisvektoren der
Orthogonalbasis in eine Matrix Q,
1 1
o-(1 1) (255)

s0 lasst sich Mgy aus My wieder berechnen, indem man von links mit Q multipliziert,

Maigt = Q - Mg, (256)
-1 1 0 1 1\ 1/-1 0 1
( 0 -1 1) - <1 —1) 2 (—1 2 —1) @57)

Die Matrix Q definiert als
1 1 1
(-t
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leistet Ungewohnliches, indem sie die ,, Abbildung” Q ,aufhebt” (invertiert), da

) 1/1 1\ (1 1) _(1 0
Q'Q:z(l —1)'(1 —1)2(0 1>:E2 @%9)

Q - Maigr = Maisr, (260)

1(1 1\ (-1 1 0o\_1/-1 o0 1
2(1 1)'(0 -1 1>:2<1 21)' (261)

Matrizen mit solchen oder dhnlichen Eigenschaften werden uns demnéchst mehr interessieren
und sind danach dann nicht mehr wegzudenken. Frage: Welche Matrix leistet eine solche ,Auf-
hebung” fiir die Matrix Q definiert als

und

A 1

Q: 7 Q, (262)
welche in den Spalten eine ONB (also eine OGB mit zusitzlicher Normierung) des R? enthalt?

Wir haben gesehen, dass man auch , Spaltenvektoren” (also n x 1-Matrizen) und ,Zeilenvek-
toren” (also 1 x n-Matrizen) miteinander multiplizieren kann, um damit eine n X n-Matrix zu
erhalten. Da dabei etwas ,eindimensionales”, ndmlich ein Vektor, auf etwas ,zweidimensiona-
les”, namlich eine Matrix abgebildet wird, nennt man dieses Matrixprodukt auch das &ussere
Produkt. Wahlt man als Zeilenvektor den zum Spaltenvektor transponierten Vektor v und teilt
dann durch das Skalarprodukt (manchmal auch das ,innere Produkt” genannt) von v mit sich
selbst, so erhélt man die Projektion in Richtung von v, da fiir jeden Vektor a € R"
ool vla (v,a)

Pa=—ag=0— =0p—1—~,
= ot T YT U(v,v)

6 Anleitung vom 21.01.2011

Themen der Anleitung sind Kongruenztransformationen, orthogonale Matrizen; etwas Training
und besseres Verstindnis von Matrix-Matrix-Multiplikation (insbesondere mit Zeilen- und Spal-
tenvektoren); das Gaufische Eliminationsverfahren; ,die” LR-Zerlegung mit partieller Pivotisie-
rung; Regularitdt und Singularitdt von Matrizen.

6.1 Kongruenztransformationen

Wir haben bereits Abbildungen kennengelernt, welche Vektorraum-Eigenschaften (Vektoradditi-
on, skalare Multiplikation) erhalten, ndmlich die linearen Abbildungen. Die linearen Abbildun-
gen sind gerade die, die lineare Mannigfaltigkeiten auf lineare Mannigfaltigkeiten abbilden, in-
dem die Vektoraddition und die skalare Multiplikation erhalten bleiben,

T(v1 +v5) = T(v1) + T(v2), T(A-0) =\ T(0).

Wir schrinken diese linearen Abbildungen auf solche ein, die einen Vektorraum in sich selber
abbilden, in der zugeordneten Matrixdarstellung ergeben sich dann quadratische Matrizen. Jetzt
hat ein Vektorraum oft mehr Struktur, oft ist ndmlich auch ein Skalarprodukt (-, -) in dem Vek-
torraum V definiert. Wie wir bereits in Abschnitt 4.1 gesehen haben, definieren Skalarprodukte
Winkel zwischen Vektoren und iiber die zugehoérige Norm so etwas wie Lingen.

Jetzt schréanken wir die wichtige Klasse der linearen Abbildungen (auch Transformationen
genannt) weiter ein, ndmlich auf lineare Abbildungen eines Vektorraumes (V, +, -, (-, -)) mit Ska-
larprodukt in sich selbst (sogenannte Endomorphismen)

Q: VoV, Qio—w=Q v (263)
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die die Winkel zwischen zwei beliebigen Vektoren und die Lange erhalten, also welche
(Qui, Quy) = (v1,v2) Vor,0€V (264)

erfiillen. Diese linearen Abbildungen nennt man Kongruenztransformationen. Die zur gleichen
Orthonormalbasis in Urbildraum (z. B. gegeben als V) und Bildraum (auch gegeben als V) gehori-
gen Matrixdarstellungen von Kongruenztransformationen werden orthogonale Matrizen genannt.
Wir zeigen im folgenden, dass diese orthogonalen Matrizen Q € R"*" sich durch die Gleichung
QTQ = E, charakterisieren lassen.

Sind die in den Spalten einer zugeordneten Matrix stehenden Vektoren des R" linear abhéngig,
so gibt es einen Nicht-Nullvektor x € R”, den man auch auf Linge ||x|| = \/(x,x) = 1 skalieren
kann, so dass Qx = 0, gilt, wobei 0,, der Nullvektor des R" ist. Es gilt mit diesem x also

0= (04,0,) = (Qx, Qx) # (x,x) =1,

also bildet diese lineare Abbildung nie alle Vektoren der Lange Eins auf Vektoren der Lange Eins
ab, kann also keine Kongruenztransformation sein. Damit ist klar, dass Kongruenztransformatio-
nen reguldr sein miissen. Es gibt Kongruenztransformationen, da z. B. die Identitit trivialerweise
eine solche ist, auch Drehungen und Spiegelungen gehoéren dazu. Um die Kongruenztransforma-
tionen insgesamt zu charakterisieren, benétigen wir die Definition der adjungierten Abbildung
zu einer linearen Abbildung.

Man definiert die Adjungierte A* einer linearen Abbildung A durch die Bedingung

(x, A%y) = (Ax,y), Vx,yeV (265)

Im Falle des Standard-Skalarproduktes iiber R kann man schnell iiber die Verwendung der Stan-
dardbasis {e; }"_; fiir x und y nachrechnen (und danach gleich wieder den Rechenweg vergessen),
dass

A =AT (266)

gilt, wobei das nachgestellte T eine Spiegelung der Position entlang der Diagonalen der Matrix

bedeutet, also z. B.
12 3\" /147 0
4 56| =(25 8|, (01 2"=[1], (267)
7 8 9 3 6 9 2

wohingegen im Falle des Standard-Skalarproduktes tiber C

T

A=A .= A* .= A = AT (268)

gilt, wobei die Uberstreichung die komplexe Konjugation bedeutet. Allgemein gilt fiir Kongru-
enztransformationen fiir alle x,y € V

0=(Qx,Qy) — (x,y) (269a)
=(x,Q"Qy) — (x,¥) (269b)
= (x,Q"Qy—y) (269¢)
= (x,(Q"Q — E)y). (269d)
Nun wéhlt man x = (Q*Q — E)y und erhdlt, dass fiiralley € V
0=(x,(Q"Q—E)y) (270a)
=((Q* Q- By, (Q* Q- E)y) (270b)
=[l(Q*Q - E)y|I*. (270¢)
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Durch die Wahl des Vektors y als einen der Basisvektoren sieht man, dass die Matrixdarstellung
von Q*Q — E in der entsprechenden Spalte (damit in allen Spalten) eine Nullspalte hat. Damit
gilt dann

Q*"Q=E. (271)
Analog sieht man, dass auch

QQ*=E (272)

gilt. Wir betrachten meist nur den Fall des Standardskalarproduktes im R" oder C". Im ersten
Fall werden Kongruenztransformationen durch orthogonale Matrizen

Q"Q=E=QQ", also Q'=Q", QeR™ (273)
im zweiten Fall durch unitdre Matrizen
ufu=Ee=uuf, also u''=uf, uec™ (274)

beschrieben.

Diese Matrixgleichungen sind eine Kurzschreibweise fiir eigentlich n? Gleichungen, hier am
Beispiel der orthogonalen Matrizen, die Aussagen fiir unitdre Matrizen folgen analog. Die Dia-
gonalelemente entsprechen der Normalisierung der Spaltenvektoren (ergo, q; € R" = R"*1) re-
spektive, Zeilenvektoren (ergo, g’ € R1*"),

qiqi = (g9 = llgill> =1, 4@ =",q)=91>=1, (275)

wobei g; hier die Spalten, g' die Zeilen von Q bezeichnen sollen. Wenn eine Matrix also Zeilen
oder Spalten aufweist, die nicht die Lange (Norm) Eins haben, so kann es sich nicht um eine
Kongruenztransformation handeln.

Die Elemente der Gleichung ausserhalb der Diagonalen geben die Orthogonalitdt der Vekto-
ren wieder,

919; = (49 =0, @) =(q',4") =0, (276)
wobei i # j gilt. Also gibt jede Matrix, welche spalten- oder zeilenweise aus den Vektoren einer
ONB des gesamten Vektorraumes aufgebaut ist, eine orthogonale Matrix.

Z. B. ist so die Matrix .
1 -1
-0 ) @)

eine orthogonale Matrix, da die Zeilen und Spalten senkrecht aufeinander stehen und auf Eins
normiert sind, m.a.W.?, eine ONB des Raumes R? darstellen. Genauso ist die Matrix

H= \2 G _}) (278)

eine orthogonale Matrix. Die Matrix G (der Buchstabe G wurde wegen der Verwendung solcher
Matrizen durch Wallace Givens gewéhlt) ist eine Drehung (manchmal auch eine Givens-Rotation
genannt), die Matrix H (der Buchstabe H wurde wegen der Verwendung solcher Matrizen durch
Alston Scott Householder gewdhlt) ist eine Spiegelung (oft auch Householder-Reflektion ge-
nannt). Allgemeiner sind Matrizen der Form

GO) = <‘;’§((g; _EE;EZD 0 € [0,27) (279)

Drehungen (Givens-Rotationen) des R?> um einen Winkel 6. Es gilt G = G(r/4). Matrizen der

Form
T

XX
H(x):E—Zm, x € R" x # o0y, (280)

5mit anderen Worten
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sind Spiegelungen an der Hyperebene senkrecht zu x, da fiir alle y L x gilt

xxT xxT xTx
H(x)x = (E—ZxTx)x—x—ZxTxx—x—ZxxTx—x—2x——x, (281a)
xxT xxT xTy
H =E-2— |y=y—-2—y=y—2x—= =y —0x = 281b
)y ( xTx) y Ty =Y~ 7, =y—0x= vy, (281b)

und somit fiir jede Orthonormalbasis mit x/||x|| als Element die lineare Abbildung fiir die Basis
die Eigenschaften einer Spiegelung erfiillt. Es gilt

H=H(x), wobei x= (1 :@) . (282)

(Der Beweis sei Interessierten als Recheniibung nahegelegt, soll heissen, er ist lang und -wierig
und vielleicht auch etwas -weilig.)

Man sieht schnell, dass die Transponation von Produkten die Reihenfolge der Einzelfaktoren
vertauscht (sonst wéren die Produkte bei rechteckigen Matrizen ja auch gar nicht definiert), also

(AB)T = BTAT. (283)

Damit ist aber auch sofort klar, dass das Produkt orthogonaler Matrizen wieder eine orthogonale
Matrix ist, da

(@121 =0] Q{010 =0]Q =E. (284)
=E

Allgemeiner kann man sogar zeigen, dass die Menge der orthogonalen Matrizen Q € R"*" bzgl.
der Matrixmultiplikation eine (nichtkommutative) Gruppe O(n) bildet. Gleiches gilt fiir die Grup-
pe der unitdren Matrizen U(n).

6.2 Multiplikationstraining

Aus der Definition der Matrix und der Matrix-Vektor-Multiplikation ist ersichtlich, dass die kte
Spalte einer Matrix A € R™*" durch die Multiplikation der Matrix und dem kten Einheitsvek-
tor des R" entsteht. Eine Prasenzaufgabe des letzten Ubungszettels trainierte diese und andere
Moglichkeiten, Teile der Matrix A mittels geeigneter Multiplikationen der Matrix mit (Zeilen-
und Spalten-) Vektoren herauszuziehen. Dieser Teil wird fiir die Erkenntnis benétigt, dass die
Adjungierte im Standardskalarprodukt die Transponierte ist, was man dort durch Einsetzen der
Standardbasisvektoren {e;}_; einsieht.

Es wurde in der Vorlesung erzdhlt, wie man erkennen kann, wie die z. B. bei dem Gaufs-
schen Eliminationsverfahren (ab hier unter Speicherung der ,Multiplikatoren”, ergo, der Zah-
len, welche angeben, wie oft die dem Spaltenindex entsprechende Zeile im jeweiligen Schritt
von der dem Zeilenindex entsprechenden Zeile abgezogen wurde in einer Matrix L), also der
LR-Zerlegung auftretenden Transformationen sich als Multiplikationen mitMatrizen realisieren
lassen.

Als zusitzliches Beispiel betrachten wir hier die Multiplikation einer Matrix von links oder

rechts mit einer Diagonalmatrix,
n

DA = (dya'),_, , (285)
wobei a' die Zeilen von A darstellen, und
AD = (aid;)iy (286)

wobei g; die Spalten von A darstellen. Beispiel:

036 1)=G3 G)6E3)=G3) e
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Analog permutiert die Multiplikation mit einer Permutationsmatrix von links die Zeilen, wahrend
eine Multiplikation mit einer Permutationsmatrix von rechts die Spalten permutiert. Beispiel:

010\ /0 12 345
1 00|34 5]|=(012], (288a)
001/\7 89 7 8 9
012\ /010 102
3 45|[100]=[4375 (288b)
7 8 9/\0 0 1 8 7 9

Auch interessant sind Multiplikationen einer quadratischen Matrix A € R"*" mit einer Per-
mutationsmatrix P und ihrer Transponierten PT der Form

B=PT.A.P.

Was ist z. B. die Transformation JT A einer 3 x 3-Matrix A mit der Permutationsmatrix | definiert
als

00 1
J=(0 1 0] (289)
100

Kann man diese als eine Art ,Spiegelung” der Matrixelemente an einer Matrixposition deuten?

6.3 Das Gaufssche Eliminationsverfahren

Wir betrachten hier kurz (in der Anleitung noch kiirzer, das war unser Schwerpunktthema einer
vorangehenden Anleitung) noch einmal das Gaufische Eliminationsverfahren.

Wir zeigen zuerst exemplarisch, dass das Gaufische Eliminationsverfahren (mit einem even-
tuellen Zeilen- und Spaltentausch) eine gegebene Matrix A € R™*" immer auf die Gestalt

Ac B_( Ry Xin—k >
o Om—rkk Om—rknt/)’ (290)

wobei R, € R®* 0 <k <min{m,n}, X, ;€ R0,

bringen kann. Hierbei sei die Matrix R eine obere Dreiecksmatrix mit Elementen ungleich Null
auf der Diagonalen. Die Notation O;; € R/ bezeichne einen Block aus lauter Nullen der durch
die Indizes angegebenen Dimensionen.

Die Dimensionen der Matrix A sind, aufier der natiirlichen Vorraussetzung n,m € N, beliebig,
also gilt z. B. m = n, m < n oder n < m. Die Félle m = k und/oder n = k sind hierbei eingeschlos-
sen. Im ersten Fall entfallen die beiden Null-Blocke, im zweiten Fall entfallen die Matrix X ,,_
und der darunter stehende Null-Block.

Als erstes Beispiel betrachten wir eine Matrix, die bereits eine obere Dreiecksmatrix ist,

1 2 3
A=|0 2 3| =R;eR%
0 0 3

Diese hat m = n = 3 und die Blocke aus Nullen und die Matrix X ,_; entfallen.
Als zweites Beispiel betrachten wir die Matrix

—_ o
)
_ e

Der erste Schritt der Gauf$schen Elimination basiert darauf, Vielfache der ersten Zeile von den
anderen Zeilen abzuziehen, so dass die Elemente unterhalb des ersten Elements in der ersten
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Spalte alle gleich Null werden. Die Vielfachen speichern wir in dieser ersten Spalte, da dort nach
Konstruktion Nullen stehen, welche wir uns nicht extra merken miissen,

1 11 11 1
110 0 s (00 O] (R Xip
110 0] = 4=lolo o _<og_1 03,2>'
110 0 0]0 0
Als néchstes Beispiel betrachten wir
2 22
4 4 4
A= 8 8 8
6 6 6

Der erste Schritt der Gauf$schen Elimination basiert wieder darauf, Vielfache der ersten Zeile von
den anderen Zeilen abzuziehen, so dass die Elemente unterhalb des ersten Elements in der ersten
Spalte alle gleich Null werden,

2
_ (R X
031 Os2)°

Dieses Mal sieht man einen Unterschied in der ersten Spalte, es werden die Elemente in der erste
Spalte unterhalb des ersten Elementes durch das erste Element in dieser Spalte geteilt.
Das néchste Beispiel

Wk NN
o oPN
o O O
S O Ol
S O O
S O O

1 11
2 3 3
A_356
4 7 9

erfordert auch noch Eliminationsschritte in der zweiten und dritten Spalte,

111 111 111 111
2 3 3 N 211 1 N 211 1 N 211 1
3 56 3(2 3 3 2|1 3 21
4 7 9 413 5 4 3|2 4 3 2
Hier gilt jetzt

1 11 1 11

211 1 s |0 1 1] (Rs

3211 7 A7 |o 01 —(Ol,g>'

4 3 2 0 00

Die vorangegangenen Spalten werden dabei beim Abziehen nicht mehr verdndert. In der zweiten
Spalte zieht man von der nach dem ersten Eliminationsschritt in der ersten Spalte entstandene
neue zweite Zeile so oft von den Zeilen drei bis vier ab, dass dort Nullen entstehen. In den neuen
freien Pliatzen merkt man sich, wie oft man abgezogen hat. Analog verfahrt man mit der dritten
Spalte.

Manchmal kann es sein, dass man auch noch Zeilen- und/oder Spalten tauschen muss, um
fortfahren zu kénnen. Als Beispiel dazu

= W N =
N O BN
=~ U1 00 W
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Der erste Schritt ist analog zu dem Vorhergehenden,

1 2 3 1 2 3
2 4 8 - 21 0 2
3 05 3|]—-6 —4
4 2 4 4| -6 -8

Jetzt miifien wir Zeilen tauschen, da wir ansonsten ein Vielfaches von Null suchen, welches —6
ergibt. Wir tauschen die zweite und dir dritte Zeile, inklusive der gespeicherten Multiplikatoren
in der ersten Spalte, damit haben wir eine weiter zerlegbare Matrix

1 2 3 1 2 3 1 2 3
3|—-6 —4 - 3|6 —4 - 3|-6 —4
2 0 2 2 0 2 2 0 2
4| -6 -8 4 1|4 4 1 -2
Damit gilt dann

1 2 3 1 2 3

3] -6 —4 - o -6 —4| (R,

> 0] 2| T 410 o 2 _<Ol,a>'

4 1 -2 0o 0 0

Hat man eine rechte Seite b aus einem Gleichungssystem dabei, so wird diese in einer Extra-
Spalte am Ende mitgefiihrt und auch mitbehandelt. Wenn mehrere rechte Seiten von Gleichungs-
systemen mit der selben Systemmatrix A vorhanden sind, schreibt man alle rechten Seiten spal-
tenweise in einen Block, welcher hinten angefiigt wird. Seien also z. B. die zwei Gleichungssyste-
me

6 -5
AX1 = bl = g und sz = b2 = _%
10 1

mit dem eben verwendeten A gegeben. Eine kleine Randbemerkung zu den beiden rechten Sei-
ten: Die erste rechte Seite ist der ,Mackens”-Vektor A - e, wobei e € R3 der Vektor aus lauter
Einsen ist, die zweite rechte Seite steht auf allen Spalten von A senkrecht. Die erweiterte Matrix
sieht dann wie folgt aus:

1 2 3| 6 =5
2 4 8,14 2
3 05 8 -1
4 2 4|10 1

Der erste Eliminationsschritt liefert dann

1 2 3| 6 =5 1 2 3 6 —5
2 4 8(14 2 - 21 0 2 2 12
3 0 5| 8 -1 3|—-6 —4|-10 14
4 2 410 1 41 -6 —-8|-14 21

Der Tausch inklusive weiterer Eliminationen liefert dann

1 2 3 6 -5 1 2 3 6 —5
3|-6 —4|-10 14 N 3|-6 —4|-10 14
21 0 2 2 12 2 0] 2 2 12
4| -6 —-8|-14 21 4 1|-4| — 7
1 2 3 6 —5

N 3|-6 —4|-10 14

2 0| 2 2 12

4 1 -2 0 31

56



Nach der erfolgreichen Gaufi-Elimination haben wir in kompakterer Schreibweise die beiden
dquivalenten Gleichungssysteme

1 2 3 6 -5
0 —6 —4 [-10 14
0 o0 2| @M=
0o 0 O 0 31
Das zweite Gleichungssystem

1 2 3 -5

0 —6 —4 X 14

0 0 27 |12

0o 0 0 31

hat aufgrund der unerfiillbaren Forderung
0=(0 0 0)x,=31

in der letzten Zeile natiirlich keine Losung.
Die letzte Zeile des ersten Gleichungssystemes

1 2 3 6
0 -6 —4 ~10
0o o 2|7 2
0 0 0 0

is hingegen trivialerweise erfiillt. Die Losung des Gleichungssystemes bestimmt sich aus dem
,Rickwiartsauflosen” des vereinfachten dquivalenten Gleichungssystemes

1 2 3 6
0 6 —4|x=|-10],
o 0 2 2

indem von unten nach oben die Zeilen verwendet werden, um die Komponenten von

&
x1=|&
&

der Reihe nach zu finden. Die letzte Zeile liefert
265=2 & &=L
Einsetzen des soeben erzielten Ergebnisses in die zweite Zeile liefert
-6 —43=—-65H—-4=-10 & & =1
Unter Verwendung aller bisher erzielten Resultate gilt
16 +25+35=6+24+3=6 & & =1,

also haben wir die eindeutige Losung unseres Gleichungssystemes gefunden.

Ein Beispiel, in dem auch ein Tausch von Spalten nétig ist, begegnet uns in den Ubungsauf-
gaben.

Bisher haben wir nur Gleichungssysteme betrachtet, in denen die Matrix Xj ,_ nicht wei-
ter verwendet wurde. Als letztes Beispiel daher die Losung eines losbaren Gleichungssystemes,
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welches aber nicht eindeutig zu l6sen ist: Eine Ebenengleichung im R3. Sei das Gleichungssystem
gegeben als
(n,x) =3x1 — 6x7 — 9x3 = 3.

Die Matrix hat die Gestalt
n'=03B|-6 -9)=(R Xp).

Eine Losung des Gleichungssystemes, die gesuchte spezielle Losung, bestimmt man nur unter
Verwendung von Ry, hier also R; = 3. Die anderen Komponenten des Losungsvektors werden
auf Null gesetzt, die entsprechenden Spalten der Linearkombination Ax (die Operation Matrix-
mal-Vektor ist definiert als die Linearkombination der Spalten von A mit den in x enthaltetenen
Zahlen als Koeffizienten der Linearkombination) werden also nicht berticksichtigt. Das solcherart
,eingeschrankte” Gleichungssystem lautet

(3 —6 —9) (%1>_3x1_3
0
(l)
x=|(0].
0

Um jetzt linear unabhédngige Losungen des homogenen Gleichungssystemes

)
(3 —6 —9) y2 ] =0
Y3

zu finden, welche dann den Unterraum zur linearen Mannigfaltigkeit liefert, welcher die Losungs-
gesamtheit des inhomogenen Gleichungssystems beschreibt, setzt man die hinteren beiden Kom-

ponenten, also die, die zu den bis dato weggelassenen Spalten gehoren, auf Vektoren einer Basis

des R"* = R2. Meist verwendet man (und wir verwenden hier) die Standard-Basis-Vektoren

er,. .., e, des R" K Wir suchen also y,, y, € R?, welche gegeben sind in der Form

) )

Einsetzen in das homogene Gleichungssystem und Umformen liefert die eindeutigen Losungen

und hat die eindeutige Losung

a
3 -6 —9)(1):0 S =6 © a=2

0
und

b
(3 -6 —9)(0):0 & 3=9 & b=3,
1

also die linear unabhéngigen Vektoren

2 3
Ya= |1 und y,=(0].
0 1

Beide 16sen das homogene lineare Gleichungssystem. Die allgemeine Losung des inhomogenen
Gleichungssystemes lautet damit

£) ~={16)- )}
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so ist z. B.

1 2 3 6
Xanders *= O)+(1]1+(|0|=1(1
0 0 1 1

eine Losung, wovon man sich schnell anhand von

6
3 -6 -9)(1]=18-6-9=18—15=3
1

selber tiberzeugen kann.

Das nédchste Beispiel ist ein Standardbeispiel, welches zeigt, dass bei einer Gaufsschen Eli-
mination die Elemente exponentiell wachsen kénnen. Dieses gilt sogar, falls Zeilen getauscht
werden, wenn ein grofleres Element in der jeweils behandelten Spalte unterhalb der Diagonalen
existiert. Es sei A,, € R"*" gegeben als eine quadratische Matrix mit Einsen auf der Diagonalen
und in der letzten Spalte, —1sen im strikten unteren Dreieck und Nullen sonst, also

1 0 0 0 1
-1 1 0 0 1
-1 -1 1 0 1
Ay = .
-1 -1 -1 1 1
-1 -1 -1 - =1 1
Als kleines Beispiel hier einmal A3,
1 0
Az=1[-1 1
-1 -1 1

Zum besseren Verstidndnis sind die Einsen in der Diagonalen in blau oder blaugriin dargestellt,
die Einsen in der letzten Spalte in griin oder blaugriin, die Elemente gleich —1 im strikten unteren
Dreieck in rot und die iibrig bleibende Null in schwarz.

Die durch das Gaufische Eliminationsverfahren erzeugte obere Dreiecksmatrix (inklusive Spei-
cherung der Multiplikatoren) lautet, wie man sich schnell iiberzeugt,

0 1

0 2

0 4

1 in72
1] 2!

So hat die Matrix Az nach der Elimination (inklusive der Speicherung der Multiplikatoren) die
Gestalt

1 0
-1 1
-1 -1 4

Bei einer Matrix der Dimensionen n x 1 kénnen die Elemente also um einen Faktor 2" ! verstarkt
werden. Im gegebenen Beispiel sind die Matrixelemente —1,0,1 alle vom Betrag kleiner gleich
Eins und das grofite Element unter der erzeugten oberen Dreiecksmatrix R, und den Multiplika-
toren ist 2"~ 1. Dieses Verhalten nennt man exponentielles Wachstum. Solcherartes exponentielles
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Wachstum ist unerwiinscht, denn meist wird die Durchfiihrung des Gaufischen Eliminatioins-
verfahrens dem Rechner iiberlassen, welcher die Zahlen in ein aus Speicherplatzgriinden be-
schranktes Format {ibertragen muss. Dadurch ist der relative Fehler meist in der Gréfienordnung
von 1071, also ist der Fehler in der Losung eines solchen Gleichungssystemes, skaliert, so dass
die Elemente der Matrix, und der rechten Seite ungefdhr vom Betrage Eins sind, mit einem ex-
ponentiellen ,Wachstumsfaktor” in der absoluten Gréienordnung von 10716 . 27-1 hehaftet und
daher eventuell unbrauchbar.

6.4 Die LR-Zerlegung

Die LR-Zerlegung einer Matrix gewinnt man, indem man die bei der Elimination nach Gauf3

die Multiplikatoren, mit denen man die erste Zeile malnimmt, in einer unteren Dreiecksmatrix

L mit Einsen auf der Diagonalen speichert. Man unterscheidet die (einfache) LR-Zerlegung, die

LR-Zerlegung mit partieller Pivotisierung (suche in der aktuellen verbleibenden Spalte das be-

tragsgrofite Element; auch Spaltenpivotsuche genannt) und die LR-Zerlegung mit vollstandiger

Pivotisierung (suche in der verbleibenden quadratischen Restmatrix das betragsgrofite Element).
Ein Beispiel zur einfachen LR-Zerlegung ohne Pivotisierung: Gegeben sei die Matrix

12 3
A=[1 6 38]. (291)
1 6 14

Die Elimination nach Gauf$ nimmt als erste Operationen die zweite minus der ersten Zeile und
die dritte minus der ersten Zeile, die Multiplikatoren sind beide Male gleich Eins. Damit hat die

Matrix L; die Gestalt
100 100
Li=(1 10|, = L'=|-11 0], (292)
10 1 -1 0 1

und die entstehende Matrix A, in der bereits die erste Spalte auf obere Dreiecksgestalt gebracht

ist, die Gestalt
12 3
Ai=(0 4 5|=L"A (293)

0 4 11

Als ndchstes wird von der entstandenen dritten Zeile die zweite Zeile abgezogen, der Multipli-
kator ist wiederum gleich Eins, also ist die Matrix L, gegeben als

100 1 00
L,={0 1 0|, = Lt'=|0 1 0], (294)
01 1 0 -1 1

und die entstehende Matrix A, = R hat die Gestalt

123
Ay=|0 4 5| =R=L"A =L,'L]'A. (295)
006

Die Matrix L ist gegeben als

100 1 00
L=LilL,=|1 10|, = L'=L'Ly'=|-1 1 0], (296)
11 1 0 -1 1

und wir haben A zerlegt in ein Produkt zweier Dreiecksmatrizen L und R,

12 3 100\ /123
A=|[1 6 8|=LR=(11 0][0 4 5], (297)
1 6 14 11 1/\0 0 6
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also die LR-Zerlegung von A berechnet.
Um mal eine andere LR-Zerlegung zu sehen, die noch keine Pivotisierung benétigt, aber wo
die Multiplikatoren nicht alle gleich Eins sind, werden wir jetzt die Matrix

111
A=(2 4 4 (298)
158

LR-zerlegen. Als erstes wird die erste Zeile zweimal von der zweiten und einmal von der dritten
Zeile abgezogen, die entstehende Matrix L; hat die Gestalt

100 100
Li={(2 10|, = L'=|-21 0], (299)
10 1 -1 0 1

und die Matrix A1, bei der bereits die erste Spalte eliminiert wurde, hat die Gestalt

11 1
Ai=(0 2 2| =LA (300)
0 4 7

Elimination der zweiten Spalte mittels einer zweifachen Subtraktion der zweiten Zeile von der
dritten liefert als nidchste ,,L“-Matrix L, die Matrix

100 1 00
L,=(0 1 0|, = L'=[0o 1 0o}, (301)
0 2 1 0 -2 1

und die vollstindig auf obere Dreiecksgestalt gebrachte Matrix A, = R ist gegeben als

1 11
Ay=|0 2 2| =R=L"A =L,'L]'A. (302)
0 0 3
Mit
1 0 1 0 0
L=Lil,=[2 1 =L'L'=|-2 1 0], (303)
1 2 1 3 -2 1
lautet die LR-Zerlegung der Matrix
1 11 1 00 1 11
=12 4 4 =12 1 0 0 2 2}]. (304)
1 5 8 1 21 0 0 3
Jetzt zu einem Beispiel einer Matrix A, die nicht mehr ohne Pivotisierung LR-zerlegbar ist, ndmlich

der Matrix
A= <1 0). (305)

Die LR-Zerlegung wiirde existieren, wenn es ein reelles Vielfaches der ersten Zeile gidbe, welches
von der zweiten Zeile abgezogen, im ersten Element eine Null erzeugt. Da 1 — x -0 = 1 fiir alle
x € R gilt, ist es also nicht moglich, diese Matrix direkt in ein Produkt L - R zu zerlegen.

Solche Probleme treten immer dann auf, wenn bei der Berechnung der LR-Zerlegung in ei-
ner Matrix A;, j =0,1,2,..., wobei Ag = A und die anderen A; die im jten Schritt entstehenden
Matrizen sind, ein Nullelement im j 4 1ten Diagonalelement entsteht. Als weiteres Beispiel be-

trachten wir die Matrix
2 2 2
A=1|4 4 8], (306)
6 9 9
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in welcher keine offensichtlichen Nullelemente in der Diagonalen stehen. Die Matrix L; ist schnell

berechnet als
100 100
Li={(2 10|, = L'=|-21 0], (307)
3 01 -3 0 1

und die Matrix A; hat die Gestalt
2 2 2
Ai=(0 0 4| =LA, (308)
0 3 3

welche eine Null im zweiten Diagonalelement aufweist und daher nicht mehr direkt LR-zerlegbar
ist.

Da beide Matrizen jeweils den vollen Rang (2, respektive, 3) haben, fithrt man die partielle
Pivotsuche/Spaltenpivotsuche (pivot (franz.) Dreh-, Angelpunkt) ein. In dieser werden die Glei-
chungen j bis n (ergo, die Zeilen) getauscht, bis in der Diagonale zu dieser Spalte (daher auch
der Name Spaltenpivotsuche) ein Element ungleich Null steht.

Jetzt wird einfach die zweite Zeile gegen die dritte Zeile getauscht, also, mit der Permutati-

onsmatrix
100
P=10 0 1 (309)
010
von links malgenommen. Jetzt ist

1 00 2 2 2 2 2 2
PA;=1(0 0 1 0 0 4/=10 3 3]=R (310)
010 0 3 3 0 0 4

eine rechte obere Dreiecksmatrix. Wie sieht jetzt die LR-Zerlegung mit Pivotisierung aus? Wir
sehen, da A; = L' A gilt, dass
R=PA; = PL{'A. (311)

Nun ist P eine Permutationsmatrix, also eine orthogonale Matrix, und die Inverse von P ist pT.
Wir hitten gerne ein P vor dem A, aber Matrixmultiplikation ist bekanntlich nicht kommutativ.
Aber aufgrund der Orthogonalitdt von P gilt E = PT P, und demnach kénnen wir schreiben

R=PA; =PL{'A=PL'EA=PL;'PTPA, (312a)
= PA=(PL;'P")"'R = (PL,P")R. (312b)

Wie sieht die Matrix PL; PT aus? Durch Nachrechnen stellt man fest, dass

1 0 10
PL.PT=10 0 1 0 0 (313a)
010 0 1
1 0 100
=13 0 =310 (313b)
2 1 2 0 1

wieder eine untere Dreiecksmatrix mit Einsen auf der Diagonalen ist, die LR-Zerlegung mit par-
tieller Pivotisierung demnach durch

1 00 2 2 2 1 00 2 2 2
PA=10 0 1 4 4 8]=13 10 0 3 3|=LR (314)
010 6 9 9 2 01 0 0 4
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gegeben. Allgemein vertauscht die Pivotisierung bei der Operation P,L;P! nur die Elemente im
Vektor der Multiplikatoren, also hier, die Zahlen 2 und 3 in der ersten Spalte, vergleiche mit den
farbigen Hervorhebungen in den Gleichungen (313).

Wenn solch ein Element ungleich Null nicht in der im jten Schritt bearbeiteten Spalte existiert,
hat die Matrix A; des jten Schrittes die folgende Gestalt,

T o Ty Ty T2 Tn
0
: . . r 1/' . r . .- r
ji Thitl J>j+2 jn
Aj= . (315)
0 - 0 0 Ty - Tivn
0o --- 0 0 Fujio o P

Damit ist bestimmt die j + 1te Spalte der Matrix A; im Spann der ersten j Spalten von A, also
sind die ersten j + 1 Spalten linear abhiéngig, also ist A; singuldr. Da

i (316)

~17-1 -1
ist demnach auch bereits A singuldr. Wir nehmen also an, dass unsere Matrix A quadratisch ist
und vollen Rang hat, also regulér ist.
Das Vertauschen von Gleichungen/Zeilen wird durch eine Multiplikation mit einer Permu-
tationsmatrix von links realisiert, fiir das erste Beispiel ist klar, dass mit

0 1
pP= (1 0> =A (317)

(3 0 -6 -

LR-zerlegbar ist (die LR-Zerlegung mit Pivotisierung ist PA = E, - E).
Eine Matrix A € R**" ist eindeutig LR-zerlegbar ohne Pivotisierung, wenn alle ersten n — 1
Hauptunterabschnittsmatrizen

4y ap aip a4z a3
Ay = (an), A2=< >7 Az = lan ap axn|, ... (319)

die Matrix PA,

a a
2 2 az1  dsz  asz

reguldr sind. Wenn eine Hauptunterabschnittsmatrix von A nicht regulér ist, so gibt es mogli-
cherweise noch eine LR-Zerlegung, wenn alle folgenden Hauptunterabschnittsmatrizen eben-
falls singuldr sind, aber die Zerlegung als solche ist nicht mehr eindeutig, ein Beispiel sind die
beiden folgenden LR-Zerlegungen von A definiert als

530 1 00\/530

A=[5 3 3] =LiRy=(1 1 0|0 0 3 (320a)
53 6 111/\0o0 3
100\ /530

=LLR,=|11 0][0 0 3 (320b)
101/\0o0 6

In diesem Beispiel ist die erste Hauptunterabschnittsmatrix regulér, die beiden folgenden sind es
nicht, da die ersten beiden Spalten linear abhédngig sind, und damit der Rang (mindestens, hier
genau) um Eins niedriger als die Anzahl der Spalten ist.
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6.5 Regularitit & Singularitat

Laut Skript heisst eine Matrix A € R™*" reguldr, wenn m = n, also die Matrix A quadratisch
ist, und wenn der (Zeilen- und Spalten-) Rang gleich 7 ist. Damit ist die zugehorige Abbildung
bijektiv, also invertierbar. Die Umkehrabbildung ist auch linear und entspricht auch einer Matrix,
welche mit A~! bezeichnet wird und inverse Matrix von A heisst.

Wenn A € R"™" nicht reguldr ist, wird A auch singulédr genannt. Es gelten fiir reguldre Matri-
zen A die wichtigen Gleichungen

A-AT=A"1 A=E,.

Ob eine Matrix regular ist, 14fst sich allerdings auch ohne explizite Berechnung der Inversen se-
hen. Ein wichtiges Kriterium ist, dass Gleichungssysteme

Ax=b, AR peR" (321)

immer losbar sind, egal, welches b auf der rechten Seite steht.

Im Gauf3-Algorithmus, wobei immer eine partielle Pivotsuche stattfinden sollte, wird eine LR-
Zerlegung der Matrix PA berechnet, wobei die Permutationsmatrix P im Laufe der LR-Zerlegung
erst konstruiert wird. Im Laufe der Berechnung der LR-Zerlegung mit partieller Pivotsuche stellt
sich automatisch heraus, ob die gegebene quadratische Matrix A reguldr ist. Wenn namlich die
LR-Zerlegung existiert, und samtliche Diagonalelemente der oberen Dreiecksmatrix R ungleich
Null sind (die der unteren Dreiecksmatrix L sind alle gleich Eins, also ungleich Null, und die
Permutationsmatrix ist immer invertierbar, da sie orthogonal ist und PPT = PTP = E gilt), dann
ist die Ausgangsmatrix reguldr. Wenn die LR-Zerlegung bei/mit einer Nullspalte in der verblei-
benden Restmatrix abbricht, so ist A singulér.

Merken sollte man sich, dass das Produkt reguldrer Matrizen immer reguldr und das Pro-
dukt von mehreren Matrizen bereits bei einer auftretenden singuldren Matrix immer singulér ist.
Damit lafit sich das oben gesagte an der Gleichung

A=PTLR, (322)

ablesen, da das Produkt von PT (regulir), L (reguldr) und R den selben Rang wie A hat, also
bei Existenz der LR-Zerlegung mit partieller Pivotisierung genau dann reguldr ist, wenn R es ist.
Wenn keine LR-Zerlegung mit reguldrem R bei partieller Pivotisierung existiert, ist nach obigen
Betrachtungen A singular.
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